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LOI MG DAU
1. Ly do chon dé tai

Ly thuyét diém bat dong 1a mot trong nhitng linh vigc Toan
hoc déng vai tro quan trong trong ca toan hoc va khoa hoc tng
dung. Ly thuyét nay da dat dugc mot s6 két qua ndi tiéng ngay
tir thé k¥ XX va gén lién vé6i tén tudi ctia cac nha Toan hoc 16n
nhu Brouwer, Banach, Schauder, Kakutani, ... Mot trong nhing
huéng nghién cttu clia cac nha toan hoc trong linh vyc nay la
xay dung cac khong gian méi, sau dé md rong két qua kinh dién
“Nguyeén ly anh xa co Banach” (1992) cho céc 16p anh xa. Cung
v6i ¥ tuéng d6, nam 2007, L.-G. Huang va X. Zhang da dua ra
khai niéem khong gian metric nén bang cach thay ham metric
nhan gia tri thyc trong khong gian metric béi mét ham nhan gia
tri trong khong gian dinh chuan. Sau L.-G. Huang va X. Zhang,
mot s6 tac gia khac ciing da phat trién 1y thuyét nay va dat dugc
nhitng két qua sau sic. Bai toan diém bat dong trén khong gian
metric nén luon thu hat sy quan tam nghién citu ciia rat nhicu
nha toan hoc trén thé gidi.

V6i cac 1y do nhu trén cing nhu dudi sy dinh huéng ciia
thay gidgo Luong Qudc Tuyén, ching toi da quyét dinh chon dé
tai nghién citu: “Dinh 1y diém bat dong trong khong gian metric
noén”.

2. Muc dich nghién cttu

Nghién citu nhim tim hiéu mot cach chi tiét va cé hé thong
cac dinh 1y diém bat dong tren khong gian metric nén.

3. Déi tuwgng va pham vi nghién citu

Dé tai khong di sau vao nghién citu tng dung clia cac
dinh 1y diém bat dong ma chi trinh bay khai niém nén, mot
s6 tinh chat co ban ctia nén trong khong gian Banach, khéi niem
khong gian metric nén, cudi cting 1a trinh bay va chiing minh
lai cac dinh 1y diém bat dong da co trong bai béo: “Cone metric



spaces and fixed point theorems of contractive mappings’ cua
L.-G. Huang va X. Zhang mot cach chi tiét va c6 hé thong.

4. Phuong phap nghién ctu

Tham khéo tai liéu, hé théng hoa cac kién thitc. Thu thap
cac bai bao khoa hoc ciia cac tac gid nghién ciu lien quan dén
“Dinh 1y diém bat dong trong khong gian metric nén”. Thé hien
tuong minh cac két qua nghién citu trong dé tai. Trao doi va thao
luan véi gido vién huéng dan.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién cia dé tai

Dé tai ¢6 ¥ nghia vé mit 1y thuyét, c6 thé sit dung nhu mot

tai lieu tham khéo danh cho hoc vién, sinh vién va nhiing nguoi
quan tam vé 1y thuyét diém bat dong.

6. CéAu tric luan vin
Luan van bao gdm hai chuong chinh

Chuong 1: Céc kién thitc chuan bi. Chuong nay trinh bay
cac kién thitc co ban lien quan dén khong gian metric, khong gian
dinh chuan.

Chuong 2 : Dinh Iy diém bat dong trong khong gian metric
n6n. Chuong nay trinh bay chi tiét va c6 hé théng cac khai niem,
tinh chat vé nén trong khong gian Banach, khong gian metric nén
va mot s6 dinh 1y diém bat dong trong khong gian metric non.



_CHUONG 1
CAC KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, chiing toi trinh bay mot s6 khai niém, tinh
chét cia khong gian metric, khong gian dinh chuan va nguyen ly
anh xa co Banach. Day 1a nhitng kién thiic co s6 nham phuc vu
cho chuong sau ciia luan van. Hau hét cac két qua & day dudc
tham khéo trong cudn sach “Topo dai cuong - Do do va tich phan”
cla tac gid Nguyén Xuan Liém.

1.1. KHONG GIAN METRIC
Dinh nghia 1.1.1. Cho X 1a mot tap khac rong. Ta goi d&nh xa
d: X xX —R

(@,y) > d(z,y)
13 mot metric trén X néu d thoéa man ba tién dé sau day véi moi
z,y,z € X.

(1) d(z,y) >0,

d(z,y) = 0 khi va chi khi z = y;
(2) d(z,y) = d(y,z);
(3) d(z,2) < d(a,y) +d(y,2)-

Khi do, tap X cung véi metric d da cho dugce goi 1a khong gian
metric va ki hieu (X, d).

Vidu 1.1.2. Cho X =R va d la anh xa dugc xac dinh béi

d:RxR—R

Khi d6, d la mot metric tréen R va (X,d) la mot khong gian

metric.

Vi du 1.1.3. Cho X = R” va d la anh xa dugc xac dinh béi



d: X xX —R

(2.4) ~— d(z,y) = ,/fl\xi P,

trong d6 x = (z1,22,..., k), y = (Y1,Y2,-..,yk) € X. Khi do,
d la mot metric trén X va (X, d) 1a mot khong gian metric.

Vi du 1.1.4. Goi Cj, ) 1a tap hop céc ham s6 thuc lien tuc trén

[a,b]. Khi d6, O, 1a mot khong gian metric véi metric

d(.ﬁlf,y) = Sup ‘x(t) - y(t)lvxvy € C[a,b]'
a<t<b

Dinh nghia 1.1.5. Cho (X, d) 1a mot khong gian metric va {z,, }
1a mot day trong X. Ta néi rang {x,,} hoi tu dén phan tit x € X
néu

lim d(x,,z9) = 0.
n—oo

Khi dé, z¢ dugc goi la diém gidi han ciia day {z,} va ta viét

lim x, = x¢ hay x,, — zg.
n—oo

Nhu vay, lim x, = xo khi va chi khi v6i moi € > 0, ton tai
n—oo

ng € N* sao cho
d(xpn,x0) < € v6i moi n > ny.

Dinh 1y 1.1.6. Cho {z,}, {yn} la cdc day trong khong gian
metric (X,d). Khi do,

(1)  Gidi han cia mot day hoi tu la duy nhat.

(2) Néu day {z,} hoi tu dén x, thy moi day con {z,,} cia

no cung hoi tu den x.

(8) Néu lim x, =z va lim y, =y, th

lim d(zy,yn) = d(x,y).

n—oo



Dinh nghia 1.1.7. Cho (X, d) 1a mot khong gian metric, 29 € X,
r >0 va E, F la cac tap con cua X. Khi do,

(1)

Tap hop

B(zg,r) ={z € X : d(z,z9) < r}
duge goi 1a qud cau md tam xg, ban kinh r.
Tap hop

Blzg,r| ={z € X : d(z,z9) < r}
duge goi 1a qud cau déng tam xg, ban kinh 7.

Diém z(y duge goi la mot diém trong cia E va E duge
goi 1a lan cdn clia xg néu ton tai r > 0 sao cho

B(xzg,r) C E.

E dudc goi 1a tap md néu mdi diém cta E déu la diém
trong cia F.

Hop ciia tat ca cac tap md chita trong F dude goi 1a
phan trong cia E, ki hieu 1a IntE.

F dugc goi 1a tap déng néu X\ F la tap md.

Giao clia tat ca cac tap dong chita F duge goi 1a bao
dong ctia F, ki hieu 1a F.

Nhan xét 1.1.8. Cho X la mdt khong gian metric, E, F' 1a céc
tap con ctia X. Khi do, cac khang dinh sau day la ding.

Cac tap X va () 1a nhitng tap vita déng, vita md.

M&5i hinh cau md 1a mot tap md, mdi hinh cau déng la
mot tap doéng.

IntE 13 mot tap md va 1a tap md 16n nhat chita trong
E, F 1a mot tap dong va la tap doéng bé nhat chita F.



(4) E mé <= IntE = E.

(5) F déng <= F = F.

(6) Néu E C F, thi IntE C IntF vAa E CF.
Dinh ly 1.1.9. Trong khong gian metric X, cic khing dinh sau
la ding.

(1) Hgp ciia mot ho tuy y cde tap md la mot tap md.

(2) Giao cia hitu han cdc tap md la mot tap md.

(8) Giao cia mot ho tuy ¢ cic tap dong la mot tap dong.

(4) Hop cia mot ho hitu han cac tap dong la mot tap dong.

Dinh 1y 1.1.10. Gid st (X,d) la mot khong gian metric va
F C X. Khi do, F la mot tap dong khi va chi khi vdi moi day
{zn} CF maz, >z €X, ta déu céz €F.

Dinh 1y 1.1.11. Cho (X,d) la khong gian metric, F C X wva
x € X. Khi dé, x € F khi va chi khi vdi méi lan can md U ciia ,
ta déeu c6 UNFE # (.

Dinh 1y 1.1.12. Cho (X,d) la khong gian metric, E C X wva

x € X. Khi d6, v € E khi va chi khi ton tai {x,} C E sao cho
Ty, —> T.

Dinh nghia 1.1.13. Gia st (X,dx), (Y,dy) la hai khong gian
metric, zg € X va dnh xa f: (X,dx) — (Y, dy). Khi do,

(1) f dugc goi la lien tuc tai diém zo néu v6i moi € > 0,
ton tai § > 0 sao cho véi moi x € X ma dx(z,z9) < &
ta déu cé

dy (f(z), f(z0)) <e.

(2) f dugc goi 1a dnh za lien tuc trén X (hay lién tuc) néu
né6 lien tuc tai moi diém z cta X.

Ménh dé 1.1.14. Anh za f : X — Y lién tuc tai diem z € X

khi va chi khi véi moi day {z,} C X ma lim z, =z, ta déu cé
n—oo



n—oo

DPinh nghia 1.1.15. Gia st X, Y la hai khong gian metric va
song anh f: X — Y. Khi d6, f dugc goi 1a mot phép dong phoi
néu f vd f~! déu la nhitng anh xa lién tuc.

Hai khong gian metric X va Y goi 1a dong phoi v6i nhau
néu ton tai mot phép dong phoi f: X — Y.
Dinh nghia 1.1.16. Cho (X,d) 1a mot khong gian metric va
{z,,} 1a day trong X. Khi d6, {z,} dugc goi la day Cauchy (hay
day co ban) néu

Jim (@, ) =0,

n—oo

nghia & v6i moi € > 0, ton tai ng € N sao cho
(T, Tpn) < € V61 MOIL M, N > Ny
B6 dé 1.1.17. Cho (X,d) la mot khong gian metric. Khi dé.

(1) Moi day hoi tu trong khong gian metric deu la day
Cauchy.
(2) Néu {z,} la diy Cauchy va cé day con {zy, } hoi tu

dén xo, thi {x,} ciing hoi tu dén .

Dinh nghia 1.1.18. Khong gian metric (X, d) dugc goi la khong
gian metric day di néu moi day Cauchy trong X déu hoi tu
trong X.

Vi du 1.1.19.

Q khong phai 1a khong gian metric day du.

(1)
(2) R,C la nhitng khong gian metric day du.
(3) R la khong gian metric day di.

(4)

Cla,p) 1 khong gian metric day di.



B6 dé 1.1.20. (Bo dé Cantor) Gid st {Blx,, ]} la mot day gom
cdc hinh cau déng, long va thdt trong khong gian metric day di X,
nghia la

Blx1,7m1] D Blxe,m2) D ... D Blrp,ms] D ...

va

lim r, = 0.
n—o0

Khi d6, cdc hinh cau dé cé mot diém chung duy nhat.

1.2. KHONG GIAN DINH CHUAN

Dinh nghia 1.2.1. Cho E la mot khong gian vecto trén truong K.
Anh Xa
I-1:E£— R

z — |z

duge goi 1d mot chuan trén E néu né thoéa man céac diéu kien sau
v6i moi x,y € E, moi A € K.

(1) |zl =0,

lz|| = 0 khi va chi khi x = 0;
(2)  [Az|l = [Alll=]l;
3) Mz +yll <zl + [lyll-

Dinh 1y 1.2.2. Cho ||-|| la mot chudn trén X. Vdi moi x,y € X,
ta dat
d(z,y) = [lz —yl|.
Khi do, d la mot metric tréen X théa man cdc dieu kién sau vdi
mot x,y,z € X, mot A € K.
(1) d(z+ z,y+2) =d(z,y),

(2) d(Az,Ay) = [Ad(z,y).



Dinh nghia 1.2.3. Khong gian dinh chudn 13 mot khong gian
vectd cling v6i mot chuan trén né. Lic nay, metric d néi trong
Dinh 1y dudc goi 1a metric sinh bdi chudn.

Vi du 1.2.4. (1) Trong khong gian vecto R¥. V6i mdi x € R¥,
x = (x1, z2,..., T), ta dat

k 1/2 k
] = (g \x#) el =S ks = o el
Khi dé, || - ||, || - [|1, || - [|2 1& cc chuan trén RF.
(2) Khong gian Cj, ) 1a khong gian dinh chuan véi chuan

[#]] = sup |z(t)].
t€(a,b]

Dinh nghia 1.2.5. Khong gian dinh chuan E dugc goi l1a khong
gian Banach néu né 1 khong gian day du véi metric duge sinh
béi chuan.

Vi du 1.2.6. Céac khong gian R* va Cla,p) 1a nhiing khong gian
Banach.

Dinh nghia 1.2.7. Gid st {z,} & mot day trong khong gian
dinh chuan E. Khi d6, tdng hinh thic

x
xl—i—xg—l—...—i—xn—i—...::an
n=1

dugc goi 1a mot chudi trong E. Ngoai ra,

n
(1) s, = > x; dudc goi la tong riéng thit n ctia chudi.
i=1

(2) Chudi dugc goi la hoi tu néu ton tai s = lim s, € F.
n—oo

Ltc nay, s duge goi 1a tong clia chudi va ta viét

9
s = E T
n=1
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(3) Néu chudi khong hoi ty, thi ta néi né phan ky.

[o¢]
Dinh 1y 1.2.8. Néu chudi Y x, trong khong gian dinh chuan
n=1
E la hoi tu, thi né théa man diéu kien vdi moi € > 0, ton tai
ng € N* sao cho vdi moin > ng,p > 1, ta co

[8n+p = Snll = [Tnt1 + -+ Zngpll <e.

Ngugec lai, néu E la khong gian Banach, thi moi chudi théa man
dieu kién trén deu hoi tu.

o
Dinh 1y 1.2.9. Néu chudéi . x, hoi tu, thi lim xz, = 0.
n—oo

n=1
~ m 7z
Dinh nghia 1.2.10. Chuéi ) =, dudc goi la hoi tu tuyét doi
n=1

[e.°]
néu chudi > ||z, || hoi tu.
n=1

Dinh 1y 1.2.11. Khong gian dinh chuin E la Banach khi va chi
khi moi chuoi hoi tu tuyét doi trong E dew hoi tu.

1.3. NGUYEN LY ANH XA CO BANACH
DPinh nghia 1.3.1. Cho f : X — X la mdt anh xa. Khi do,
rg € X dugc goi la diém bat dong clia anh xa f néu f(x) = zo.

Dinh nghia 1.3.2. Cho X 14 mot khong gian metric va anh xa
f: X — X.Khido, f dudc goi l1a dnh za co trén X néu ton tai
s6 a € [0,1) sao cho

d(f(z), f(y)) < ad(z,y) véi moi z,y € X.

Dinh 1y 1.3.3. (Nguyén ly dnh za co Banach) Gid st X la mot
khong gian metric day di va f : X — X la mot dnh za co.
Khi dé, f c6 duy nhdt mot diém bat dong.

Chiing minh. Lay tity ¥ mot diém zq € X va dit

Tnt1 = f(zp) v6in=0,1,2,...
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Ta chitng t6 rang {z,} 1a mot day Cauchy trong X. That vay, vi
f 1a 4nh xa co nén ton tai s6 « € [0,1) sao cho véi moi n > 1,
ta cO

d(xny anrl) = d(f(xnfl)7 f(xn))

< ad(xp-1,%n)
= ad(f(zn—2), f(zn-1))

< ?d(zn_2,Tn_1)

< a"d(zg, z1).

Do d6, v6i moi m > n va véi moi « € [0, 1), ta ¢

d(xp, ) < d(Tp,Tps1) + oo+ d(Tm—1, Tm)
< a"d(xg,r1)+ ...+ ozm_ld(xo,xl)
<(@" 4 ... +a™ NHd(xg, 1)
< (o™ +a" ™ 4. )d(xg, 21)
an
S 1 — ad(:ﬁo,xl).

Béi vi a € [0,1) nén o™ — 0 khi n — oo. Do d6, v6i moi € > 0,
ton tai N € N* sao cho v6i moi m,n > N, ta c6

n

d(.’En, xm) < 1a

d(.’Eo, .’El) < €.

Diéu nay chitng t6 ring {x,} 14 mot day Cauchy trong X. Hon
nita, vi X 1a mot khong gian metric day da nén ton tai gidi han
r* = lim x,. Ta co,

n—oo
0< d(xnv f(.ilfn)) - d(xnaxn-f-l) < oz”d(xo,xl) TH_OO) 0,

va ta dé ¥ ring cac ham f,d 1a lien tuc, do dé

lim d(zn, f(zn)) = d(z*, f(2z*)),

n—oo
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suy ra d(z*, f(z*)) = 0 hay f(z*) = z*. Diéu nay chiing t6 ring
x* 1a mot diém bat dong cia f.

Bay gio, ta chiing minh rang z* 1a diém bat dong duy nhét
ctia f. That vay, gia sit z*,y* 1a cac diém bat dong ctia f. Khi
do, véi moi a € [0,1) ta ¢

d(.ﬁlf*,y*) - d(f(x*)af(y*)) < ad(x*ay*)v
suy ra
(1 —a)d(z*,y*) <0 v6i moi o € [0,1),

kéo theo
d(z*,y*) =0.

Diéu nay chitng té réing z* = y* va suy ra diém bat dong cta f
13 duy nhat. O
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CHUONG 2
DINH LY DIEM BAT DONG
TRONG KHONG GIAN METRIC NON

Trong chuong nay, dau tién ching toi trinh bay khai niém
vé nén va chitng minh mot s6 tinh chat ctia nén trong khong gian
Banach, tiép theo la trinh bay khéi niém va mot s6 tinh chat trong
khong gian metric nén, cudi cing 1a trinh bay va chiing minh lai
cac dinh ly diém bat dong doéi véi anh xa co trong khong gian
metric nén day dit da cé trong bai bao “Cone metric spaces and
fixed point theorems of contractive mappings” ctia cac tac gia
L.-G. Huang va X. Zhang mot cach chi tiét, c6 hé thong.

2.1. NON TRONG KHONG GIAN BANACH

Dinh nghia 2.1.1. Cho E 1a mot khong gian Banach trén trudng
s6 thue va P 13 mot tap con ctia E. Ta néi rang P 13 mot nén
néu né théa man cac diéu kién sau.

(1) P la tap dong, khac rong va P # {0};
(2) ax+by € P véimoix,y € P,a,b € R maa,b>0;
(3) Néuw e Pva—z€ P, thiz=0.

Nhan xét 2.1.2. Ap dung diéu kien (2) clia Dinh nghia 2.1.1
cho truong hop a = b = 0 ta suy ra rang 0 € P.
DPinh nghia 2.1.3. Cho nén P C F, ta dinh nghia mét quan hé
“<” d6i v6i P nhu sau.

x <y khi va chi khiy —x € P.
B dé 2.1.4. “<” la mot quan hé thi ty trén E.

Ta ki hieu x < y dé chi réing < y va = # y; * < y néu
y—z € IntP.
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B6 dé 2.1.5. Cho P la mot non trong khong gian Banach E va
a la mot so thue duong bat ky. Khi dé,

alntP C IntP,

nghia la véi moi o € R ma o > 0, néu x € IntP, thi ax € IntP.

Bo dé 2.1.6. Cho P la mot nén trong khong gian Banach E,
a€R maa#0wvuv,z,y € E. Khido,

(1) Néuzx<ywvaa>0,th ar < ay.
(2) Néuzx<ywvaa<0,th ar > ay.
(3) Néux<uwviy<wv, thhex+y<u+ov.

Dinh nghia 2.1.7. Cho P 14 mdt nén trong khong gian Banach
E. Ta néi ring P 1a nén chudn tdc néu ton tai s6 K > 0 sao cho
véi moi z,y € Ema 0 <z <y, ta déu c6

=] < K|[yl|.
S6 nguyén duong nhé nhat théa man tinh chat trén dugc
goi 1 hdng so chuan tdc cta P.

Dinh nghia 2.1.8. Cho P la mdt nén trong khong gian Banach
E. Ta néi rang P 1a nén chinh quy néu moi diy tang va bi chan
tren déu hoi tu, nghia 1a néu {z,} 14 day sao cho

v6i y € E, thi ton tai € E sao cho
|xn — z|| — 0.

B6 dé 2.1.9. Non P trong khong gian Banach E la chinh quy
khi va chi khi moi day gidm va bi chan dudi déw hoi tu.
Dinh ly 2.1.10. Moi nén chinh quy la nén chuan tdc.

Bo6 dé 2.1.11. Cho P la mot nén chuan tic vdi hang sé chuan
tic K. Khi dé, néu c € P va ¢ < & vdi moi € € P, thi ¢ = 0.
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Ménh dé 2.1.12. Néu K la hing s6 chuan tdc cia nén P, thi
K >1.

Dinh 1y 2.1.13. Mot non chudn tdc chua chdc la nén chinh quy.

Dinh 1y 2.1.14. V& mdi s6 thuc k > 1, ton tai nén chuan tdc
vdi hing s6 chuan tic K > k.
Vi du sau day chi ra ring ton tai nhitng nén khong chuan tic.

Vi du 2.1.15. Cho khong gian Banach E = C?2 ,, v6i chuan

[0,1]
1= 1lflloc + [1f"lloc, trong d6 [|fllec = sup |f(z)l.

z€[0;1]

Diat P = {f € E| f > 0}. Khi d6, P 1a nén khong chudn tdc.

2.2. KHONG GIAN METRIC NON

DPinh nghia 2.2.1. Cho FE la khong gian Banach, P 14 mot nén
trong E sao cho IntP # () va X 1a mot tap khac rdng. Ta goi
anh xa

d: XxX — F

(@,y) — d(z,y)
14 mot metric non trén X néu d théoa man ba tién dé sau v6i moi
z,y,z € X.

(1) d(z,y) >0,

d(z,y) = 0 khi va chi khi z = y;
(2) d(z,y) = dly, v);
(3) d(z,2) < d(a,y) +d(y, 2)-

Khi do, tap X cung véi metric nén d da cho duge goi la khong
gian metric nén va ki hieu (X, d).

Vidu 2.2.2. Cho E=R?, X =R, a >0,
P={(z,y) € E|z,y>0} CR?

va anh xa d : X x X — F dudc xéac dinh bdi
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Khi d¢6, (X, d) la mot khong gian metric non.

Mé rong vi du 2.2.2, ta thu duge vi du sau.
Vidu223.Cho E=R" X =R, o; >0,i=1,2,....n,
P={(x1,z9,...,2p) | ®; > 0,i=1,2,...,n}
va dnh xa d : X x X — FE dudc xac dinh béi
d(z,y) = (|lz —yl,oalz —yl,...,an_1]z —y|).
Khi do, (X, d) 1a mot khong gian metric non.

2.3. SU HOI TU TRONG KHONG GIAN METRIC NON

Dinh nghia 2.3.1. Cho (X,d) 12 mot khong gian metric nén,
{zn} 1a mot day trong X va z € X. Ta néi rang {z,} la day
hoi tu dén x néu véi méi c € F ma 0 < ¢, ton tai N € N* sao
cho

d(xy,r) < ¢ v6i moi n > N.
Khi d6, = duge goi la diém gidi han ctia day {z,} vA ta viét

lim z,, = x hoac x,, — =.
n—oo

Dinh ly 2.3.2. Cho (X,d) la mot khong gian metric nén, P la
mot nén chuan tic vdi hang s6 chuan tic K va {x,} la mot ddy
trong X. Khi dé, {z,} hoi tu dén x khi va chi khi d(z,,,x) — 0.

Ching minh. (1) Diéu kién can. Gia st {z,} C X va z,, > ©
trong X. Ta can chiing minh d(z,,z) — 0 trong E. Trudc hét,
ta chitng minh ring v6i moi € > 0, ton tai ¢ € E sao cho

0<c Kl <e.

That vay, bdi vi P 1a mot non chuan téc véi hing sb chuan tic K
nén theo Ménh dé 2.1.12 ta suy ra K > 1. Mit khac, vi IntP # ()
nén ton tai ¢* € IntP. Theo Bd dé 2.1.5 ta suy ra
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*

c
— € IntP v6i moi n > 1.
n

*

c R .
Hon nita, vi — — 0 nén v6i moi € > 0, ton tai N € N* sao cho
n

1<) < £ v6i moin > N
- 7 Véimoi n > N.
*

c* € &
Suy ra HNH <% bat ¢ = N ta thu duge

c € IntP va K|c|| < e.

Bay gig, ta ching minh d(z,,x) — 0 trong E. That vay, véi
moi € > 0, theo cach chitng minh trén, ton tai ¢ € F sao cho

0 cva Kle|| <e.
Khi d6, vi {x,,} 1a day hoi tu dén x nén ton tai N € N* sao cho
d(xy,r) < ¢ v6i moi n > N.
Mat khac, do K 1a hing s6 chuan tic ciia P nén ta suy ra
ld(xn,z)|| < K||c|]| < e v6i moi n > N.
Diéu nay ching t6 rang d(z,,z) — 0 trong E.

(2) Diéu kien da. Gid st d(z,,z) — 0 trong E, ta
chiing minh réng {z,} 1a day hoi tu trong (X, d). That vay, gia
st ¢ € F sao cho 0 < ¢, titc 1a ¢ € IntP. Khi d6, ton tai § > 0
sao cho

B(c,6) C IntP.

Suy ra v6i y € E ma
le = (e =yl = llyll <4,

ta co
¢c—y € B(c,0) C IntP.

Béi vi d(z,,,x) — 0 trong E nén véi § xac dinh nhu trén, ton tai
N € N* sao cho
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ld(zn, )| < 6 v6i moi n > N.
Ap dung cho y = d(z,,z) véi moi n € N*, ta suy ra
c¢—d(xyn,x) € IntP,
kéo theo
d(xy,r) < ¢ v6i moi n € N*.
Tu d6, stt dung Dinh nghia 2.3.1 ta suy ra {z,} la day hoi tu dén
x trong (X, d). O

B6 dé 2.3.3. Cho (X,d) la mot khong gian metric non, P la
mot non chuan tic vdi hang s6 chuan tic K va {x,} la mot day
trong X. Néu {x,} hoi tu dén x va {z,} hoi tu dén y, thy z =y,
nghia la gidi han cia day {x,} la duy nhat.

Dinh nghia 2.3.4. Cho (X,d) la mot khong gian metric nén,
{z,,} 1a mot day trong X. Khi do, {z,} dugc goi la day Cauchy
trong X néu v6i mdi c € E ma 0 < ¢, ton tai N € N* sao cho

d(xp, Tm) < ¢ v6i moi n,m > N.

Dinh nghia 2.3.5. Cho (X,d) la mot khong gian metric non.
Khi d6, néu moi day Cauchy trong X déu hai ty, thi (X, d) duge
goi 1& khong gian metric non day di.

Vidu2.3.6. Cho E=R?> X =R, o,3 >0,
P={(z,y) € E|z,y>0} CR?

va anh xa d : X x X — F dugc xéac dinh béi

Khi d6, (X, d) 1a mot khong gian metric nén day du.

B6 dé 2.3.7. Cho (X,d) la mot khong gian metric non va {x,}
la mot day trong X. Khi dé, néu {x,} hoi tu dén x, thy {z,} la
mot day Cauchy.

B6 dé 2.3.8. Cho (X, d) la mot khong gian metric non, P la mot
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nén chudn tdc vdi hing sé chudan tic K va {x,} la mot day trong

X. Khi do, {z,} la day Cauchy khi va chi khi d(zy, ) — 0.

Bo6 dé 2.3.9. Cho (X,d) la mot khong gian metric nén, P la
mot nén chuan tic vdi hing so6 chuan tic K, {x,},{y,} la hai
day trong X va x, — x, yn — y. Khi do,

d(xm yn) - d(CC, y) :

2.4. DINH LY DIEM BAT PONG DPOI VOI ANH XA CO
TRONG KHONG GIAN METRIC NON DAY DU

Dinh ly 2.4.1. Cho (X,d) la mot khong gian metric nén day di,
P la mot nén chudn tdc vdi hing so chudan tic K vaT : X — X
la dnh za théa man diéu kién cia dnh xa co

d(Tz,Ty) < kd(z,y) vdi moi z,y € X,

trong dé k € [0,1) la mot hang s6. Khi dé, T c6 duy nhat mot
diém bat dong trong X va vdi bat ky x € X, day lap {T"x} hoi
tu dén diém bat dong cia T.

Chiing minh. Ta lay mot diém bat ky xzo € X va dat

T = T{L‘(),
T2 = T{L‘1 = T2x0,
Tp+1 = Tz, = Tn+1x07

Ta chiing t6 rang {z,} 12 mot day Cauchy trong (X, d). That vay,
vi T la 4nh xa co nén ton tai s6 k € [0,1) sao cho v6i moi n > 1,
ta co
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d(xpt1,2n) = d(Txp, Trp_1)
< kd(xp, Tp—1)
= kd(Txp—1,TTn—2)
< de(xn_l,xn_Q)

S k"d(wl,xo).
Do d6, v6i moi n > m va véi moi k € [0, 1), ta co

d(Tp, ) < d(Tp, Tp-1) + d(Tp-1,Tn—2) ... + A(Tm+1,Tm)

Ev (e, 20) + K 2d (2, 20) 4 . .. 4+ E™d (21, 20)
El k2 4 4 E™)d (e, )

E™ 4+ kM ) d (2, 20)

Em

md(xl, CCO).

VAN VAN VAN VAN

(
(

IN

m
m—0o0

v —— 0, kéo theo

k
Béi vi k € [0,1) nén 1

km m—0o0
md(xl, CCO) ; 0.

Hon nita, vi P 13 nén chuan tic v6i hing sé chuan tic K nén
km
ld(zn, zm)ll < K T—lld(z1, 20)l| = 0.
Suy ra
d(Zp, Tpm) — 0 khi m,n — oo.

Bdi vi (X,d) la khong gian metric nén nén theo B dé 2.3.8
ta suy ra {z,} la day Cauchy trong (X,d). Ngoai ra, vi (X,d) la
khong gian metric day di nén ton tai z* € X sao cho z, — z*
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trong (X, d). St dung Dinh ly 2.3.2 ta suy ra d(z,,z*) — 0
trong E. Mat khac, ta c6

d(Tz* z*) < d(Tzp, Tz*) + d(Txp,x*)
< kd(xp, 2") + d(xpy1, 7).
Do d6, vi P 1a nén chuan tic véi hing sé chuan tic K nén
1d(Tz", 27)|| < Kl[kd(zn, z%) + d(zni1, 27)]]
< Klk|ld(xn, 27)|| + ld(zn1, 27)[|] = 0.

Suy ra ||d(Tz*,z*)|| = 0, kéo theo T'z* = x*. Diéu nay ching t6
x* 1a diém bat dong cia 7.
Bay gio, ta gia sit y* cling 1a diém bat dong ctia 7. Khi do,
voi moi k € [0,1) ta ¢
d(a*,y*) = d(Tz",Ty") < kd(z",y").
Suy ra
(1 —k)d(z*,y*) <0 v6i moi k € [0,1).

Do dé, d(x*,y*) = 0, kéo theo x* = y*. Nhu vay, diém bat dong
ctia T 13 duy nhat. O

Heé qua 2.4.2. Cho (X,d) la mot khong gian metric nén day di,
P la mot non chudn tic vdi hing sé chudn tic K. Vi méic € E
ma 0 < cvaxg € X, ta dat

Blzg,c] ={zx € X | d(zg,z) < c}.
Gid st anh za T : X — X théa man diéu kién cia dnh za co
d(Tz,Ty) < kd(z,y) vdi moi x,y € Blxy, |,

trong dé k € [0,1) la hing so va d(Txg,x0) < (1 — k)e. Khi dé,
T c6 duy nhat mot diém bat dong trong Blzg, c].
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Heé qua 2.4.3. Cho (X,d) la mot khong gian metric nén day di,
P la mot nén chudn tdc vdi hing soé chudan tic K vaT : X — X
la mot dnh xa. Khi dé, néu ton tain € N* va k € [0,1) sao cho

d(T"z, T"y) < kd(z,y) vdi moi z,y € X,

thy T ¢6 duy nhat mot diém bat dong trong X.

Dinh 1y 2.4.4. Cho (X,d) la mot khong gian metric nén day
di, P la mot non chuan tdc vdi hing sé6 chudan tic K va dnh za
T : X — X théa man diéu kién cia dnh za co

d(Tz,Ty) < k[d(Tz,z) + d(Ty,y)] vdi moi x,y € X,

1 . ) ) .
trong do k € [0, 5) la hang so. Khi do, T c6 duy nhat maot diem

bat dong trong X va vdi bat ky x € X, day lap {T"x} hoi tu dén
diém bat dong cia T.

Dinh ly 2.4.5. Cho (X, d) la mot khong gian metric nén day di,
P la mot nén chudn tdc vdi hing soé chudan tic K vaT : X — X
la dnh za théa man diéu kién ctia dnh xa co

d(Tz,Ty) < k[d(Tz,y) + d(Ty,x)] vdi moi z,y € X

1 N . . .
trong do k € [O, 5) la hang so. Khi do, T c6 duy nhat mot diém

bat dong trong X va vdi bat ky x € X, day lap {T"x} hoi tu dén
diém bat dong cia T.

Vi du 2.4.6. Cho E = R? v&
P={(y) €F|ry>0}
14 mot nén chuan tic. Gia st

X={(z,00eE|0<z<1}U0,x)e E|0<z<1
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va anh xa d : X x X — E dugc xac dinh bdi
4
d((x,O),(y,O)) = g’x_ylv‘x_y’ ;

(0, 0.6) = (I = o1 3o~ 1)
4

d((2,0),(0,y)) = d((0,y), (z,0)) = <3

| - |
+y,|r+ .
Y, 3?/

Khi d6, (X,d) 1a mot khong gian metric day dta. Ngoai ra, néu
anh xa T : X — X dugc xac dinh béi

T(z,0) = (0,z) va T(0,2) = (%{r())

thi 7' thoa man diéu kién ctia anh xa co v6i moi (z1,22) € X,
(y1,92) € X

d(T'(z1,22), T(y1,y2)) < kd((21,22), (y1,92))

3 . . .
trong do6 k = 1€ [0,1). Khi d6, T' ¢6 duy nhat mot diem bat
dong (0,0) € X.

Dinh ly 2.4.7. Cho (X, d) la mét khong gian metric nén day di,
P la mot nén chudn tdc vdi hing soé chudan tic K vaT : X — X
la dnh za théa man diéu kién cia dnh xa co

d(Tz,Ty) < kd(xz,y) + ld(y, Tx) vdi moi z,y € X

trong dé k,1 € [0,1) la hdng s6. Khi dé, T c6 mot diém bat dong
trong X va diém bat dong cia T la duy nhat khi k +1 < 1.
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KET LUAN

Sau mot thoi gian tim hiéu, hoc héi tit nhitng tai lieu duge
thay Luong Qudc Tuyén cung cip, toi da hoan thanh dé tai cta
minh. Dé tai dé cap dén dinh 1y diém bat dong trong khong gian
metric nén. Nhitng két qua chinh dudc trinh bay trong khoéa luan
bao gom

(1) Nhéc lai mot s6 kién thiic vé khong gian metric, khong
gian dinh chudn, khong gian Banach v nguyén ly anh xa co
Banach.

(2) Trinh bay khéi niém vé nén va khong gian metric nén.

(3) Trinh bay va chiing minh chi tiét céc dinh ly, ménh
dé, bd dé, nhan xét, . . . da c6 trong bai bao: “Cone metric spaces
and fixed point theorems of contractive mappings” ma céic tac
gid dua ra chua dugce chiing minh hodc chiing minh chua chi tiét.

Mic di, toi da co ging rat nhiéu trong qué trinh hoc tap
va nghién citu, song do it nhiéu han ché vé thsi gian va trinh do
hiéu biét nén trong qua trinh thyc hién luan van khong tranh
khéi nhitng thiéu sot. Vi vay, toi rat mong nhan dude sy chi bao,
day db ciia quy thay co va su gop ¥ clia ban be dé luan van cia
toi duge hoan thién hon.



