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MG DAU

Nam 1940, Baer da dua ra mot tiéu chuan quan trong dé kiém

tra tinh noi xa ctia mot modun. T khi ¢6 tieu chudn Baer kiém
tra tinh noi xa, thi c¢6 hai huéng ctia mé rong noi xa ciing ton tai.
Huéng thit nhat 1a ma rong theo tiéu chuan Baer. Nam 1952, Tkeda
da dua ra cac khai niém vanh P-néi xa va F-noi xa, va tac gia
da nghién cttu nhitng 4p dung ctia ching vao 1y thuyét vanh tya
Frobenius. Tac gia Ikeda cting da ching minh dugc mot vanh tya
Frobenius néu va chi néu vanh da cho 14 Artin phai v F-noi xa
phai. Nam 1970, Bjork da md rong két qua ctia tac gid Ikeda chi
cho vanh théa méan dieu kien ACC trén cac linh hoéa t phai. Mot
s6 dac trung ciia vanh P-nodi xa va céc trudng hgp tong quét ciia no
dugce nhiéu téc gid quan tam nghién ctu trén vanh va ciing nhu trén
modun va da thu duge nhiéu két qua: Rutter (1975), Ming (1978),
Chen-Ding (2001), Shen-Chen (2006). Huéng tht hai la mé rong
noi xa theo dinh nghia goc. Nam 1961, cac tac gid Johnson-Wong
da nghién cttu 16p modun tira noi xa va da dua ra moi lien heé clia
modun tia noi xa va vanh tu dong cau ctia né. Cu thé cac tac gia
da chi ra duge mot modun tua noi xa néu va chi néu né bat bién
qua moi ty dong cau ciia bao ndi xa ctia né. Hon nita, vanh ty dong
cau clia mot modun tira ndi xa ciing 1a vanh ntta chinh quy va vanh
thuong ctia né trén cin Jacobson 1a mot vanh tya noi xa. T nhing
tinh chat "t&t" clia 16p modun tita noi xa, cac tac gid Jain- Singh
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(1967) da nghién citu mot trusng hdp téng quat ctia no dé 1a 16p
modun gia ndi xa va da dua ra cac dac trung cta 16p modun nay.
Hon nita, tinh chinh quy ctia vanh ty dong cau ctia modun gid noi
xa da dugc xem xét. Sau nay da c6 nhiéu téc gid quan tam nghién
citu va cing dua ra cic dic trung khac clia 16p modun nay: Hai
(2005), Alahmadi- Er- Jain (2005). Tuy nhién, tinh bat bién cua
modun qua cac ty dong cdu va tu ding cau ciia bao noi xa cia
n6 van chua duge xem xét. Nhu ching ta dudce biét mot dac trung
dep ctia vanh nita don Artin d& dugc ching minh bdi Osofsky d6
la: Mot vanh 1a nita don Artin néu va chi néu moi modun phai
(hodc trai) xyclic 1a noi xa. Két qua nay da thu hat nhiéu tac gia
trong va ngoai nuéc quan tdm nghién cttu. Nam 1973, Michler va
Villamayor da nghién cttu mot trudng hdp tong quat ciia vanh nita
don Artin d6 14 V-vanh, theo d6 mot vanh duge goi 1a V-vanh phéai
néu moi modun phai don 1a noi xa. Cac cau tric méi ctia 16p vanh
nay da dugc dua ra. Nam 1978, Ming da quan tam cac déc trung
ctia vanh ma moi modun phai don (suy bién) la P-noi xa. Day 1a
16p vanh mé rong ctia V-vanh. Tt d6 tac gia da dua ra duge nhiéu
dic trung mdi cua 16p vanh nita don Artin, chinh quy, chinh quy
manh. Tiép tuc cong viéc ciia Ming, cac tac gid Kim, Nam, Chen,
Ding ciing tim cach dua cac déc trung ctia cac 16p vanh trén thong
qua modun duéi diéu kién yéu hon va ho thu duge mot s6 két qua
mdi lam sang t6 them cau tric ciia cac vanh ¢6 dién. Tuy nhién, céc
tac gid chua chi ra duge moéi lien hé ctia vanh chinh quy ctia vanh
tu dong cau clia modun M ma moi modun phai don (suy bién) 1a
M-noi xa chinh. Néu thyc hién duge diéu nay, thi ching ta c6 mot
cau tric hoan chinh vé tinh chinh quy cho 16p cdc mo6 dun trong
pham tru o[M]. Nam 1999, Zhang da ching minh duge mot vanh
13 chinh quy néu va chi néu moi moédun 13 GP-noi xa. Két qua nay
md rong két qua clia cac tac gid Ming, Chen cho trudng hop P-noi
xa. Cac két qua nay chi ra dugce c6 thé diac trung vanh chinh quy
thong qua I6p cac médun md rong ctia modun nodi xa chinh. Tuy
nhién méi lien hé ctia vanh chinh quy ciia vanh ty dong cau cia
modun M ma moi modun phai 1a M-tdng quéat noi xa chinh van
chua dudc cac tac gia giai quyét.

Niam 1972, Zelmanowitz da téng quat khai niém vanh chinh quy
von Neumann cho médun. Tac gid da dwa ra dugce cac déic trung cta



modun chinh quy véi 16p cdc médun con hitu han sinh 1a hang ti
tryc tiép. Nam 2004, Kach va Mader da xem xét khai niem vanh va
modun chinh quy von Neumann bang tinh chinh quy ctia cac dong
cau. Cac két qua dugce biét ciia vanh va modun chinh quy da duge
céc tac gia tong quat hoéa va nhieu dic trung khac da duge dua ra
nghién citu. Van dé nay da thu hat nhiéu tac gid quan tam nghién
cttu chang han nhu Nicholson (2007), Zhou (2009), Lee (2010). Tuy
nhién, van dé ctia tinh chinh quy ctia Hom(M, N) thong qua cac
trudsng hgp tong quat ctia modun noi xa v noi xa chinh (chéng han
nhu modun C2, GC2) van chua gidi quyét. Hién nay nhiéu tac gia
trong va ngoai nuéc quan tam nghién citu tinh chinh quy ctia vanh
thong qua cac trudng hop noi xa va méi lien hé ctia vanh tir dong
cau clia modun ma modun théa man dicéu kién mé rong noi xa. Vi
vay van dé nay mang tinh thoi sy can duge nghién citu. Muc dich
lam sang t6 thém ciu tric ctia vanh va modun gép phan vao su
phat trién ciia chuyén nganh Dai s6.

CHUONG 1
KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, ching toi gidi thieu mot s6 khai niém co
béan lién quan dén noi dung dé tai. Sau day 1a mot s6 khai niem va
két qua tieu biéu.

1.1.2 Modun nodi xa va cic trudng hop téng quat.

Modun U duge goi la noi za theo M (hay U 1la M-noi xa)
néu véi moi don cau ¢ : N — M va moi dong cau f : N — U déu
ton tai dong cau g : M — U sao cho f = g -¢. Modun U dugce goi
1a tu noi xza néu U 1a U-nodi xa. Modun U dudce goi 1a noi xza néu
U la M-noi xa, v6i moi M € Mod-R.

Mot trong nhitng cach dé kiém tra mot modun cé 1a noi xa hay
khong, ching ta thudng dung tiéu chuan sau:

Tiéu chuan Baer (dé kiém tra tinh néi xa ctia mot
modun): Modun N 1a ngi zg néu véi moi idéan phai I cia R,
moi dong cau f : I — N luon ton tai dong cdu f: Rg — N sao
cho fu = f, trong d6 ¢+ : I — Rp la don cau chinh téc.



Nho tieu chuan Baer nay, nhiéu nha toan hoc da dinh nghia cac
16p modun F-noi xa, P-noi xa, AGP-noi xa....

Modun N dudc goi 1a P-ngi za (F-néi za) néu véi moi idéan
phéi chinh (t.u, hitu han sinh) I ctia R, moi dong cau f: I — N
déu c6 thé md rong thanh dong cdu g : Rg — N. Modun N dudgc
goi 13 GP-ngi ra néu v6i moi 0 # a € R, ton tai sd tif nhién n sao
cho a™ # 0 va moi dong cau f : a"R — N déu c6 thé mé rong
duge dén dong cau g : Rg — N.

Dinh nghia 1.1.1. Vanh R dugc goi la tu noi za phai (t.u, F-noi
za phdi, P-noi za phdi, GP-noi za phdi, ty noi za don phdi) néu Rg
14 médun ndi xa (t.u, F-noi xa, P-ndi xa, GP-ndi xa, ndi xa don).

1.2 Vanh chinh quy va cac truong hop tong
quat cta né

Lién quan dén khai niém lién tuc, ching t6i muén nhac dén khai
niém chinh quy (theo nghia von Neumann trén vanh). Phan t a
ctia vanh R dugc goi 1a chinh quy néu né théa man cac dieu kien
tuong duong sau day:

(i) Ton tai phan tt z € R théa min ara = a.
(17) Rr =aR & T v6i T la idéan phéi cia R.
(1i1) pRR = Ra ® L v6i L 1a idéan trai cua R.

Vanh R dudgc goi 1a chinh quy néu moi phan tit cia R déu chinh
quy. Vanh R dugc goi la vanh nia chinh quy néu R/J(R) la vanh
chinh quy va cac lity dang nang duge modulo J(R).

Dinh nghia 1.2.5. Cho My va Ng la cdc mddun. Dong cau a €
[M, N] dugc goi la chinh quy néu ton tai 3 € [N, M] sao cho o =
afa. Modun [M, N] goi 1a chinh quy néu méi a € [M, N] 1a chinh
quy. Modun My dudc goi 1a chinh quy néu [M, R] l1a chinh quy. Ro
rang End(M) 1a vanh chinh quy néu va chi néu [M, M] 1a chinh
quy.

B6 dé 1.2.6. Cho o € [M, N] la chinh quy, néi cich khdc la o =
afa vdi B € [N, M] nao dé. Khi dé cic diéu kien sau dugc thda



man:
(1) M = Ker(a) @ ¢(M) va Ker(a) = Ker(¢), vdi ¢? = ¢ = Ba €
Eyy.
(2) N = a(M)®dKer(e) vaa(M) =e(N), vdie? =e = aff € Ey.

CHUONG 2

PAC TRUNG TINH CHINH QUY VA NUA CHINH
QUY CUA CAC bONG CAU

No6i dung chuong nay bao gom cic két qua nghién citu vé
tinh chét chinh quy va ntta chinh quy ctia cac dong cau. Tt dé dua
ra cac ap dung ciia ching trong mot sb6 16p vanh c6 dién (Artin,
hoan chinh, nita hoan chinh,...) vA modun dac bi¢t. Hon nita, mdi
lien hé clia cin, song modun suy bién va dbi suy bién ctia Hom ciing
da dugc nghién ctru.

2.1 Tinh chinh quy ctia cac dong cau.

Dinh 1y 2.1.1. Cho M va N la cic modun va o € [M, N]. Khi dé
cac dieu kién sau la tuong duong doi véi o € [M, N]:

(1) « la chinh quy.

(2) (M) la mot hang tii tryc tiép cia N va vdi moi dong cau
f:M— a(M)wvag:alM)— o(M), thy ton tai dong ciu
h:a(M)— M sao cho fh=g.

a(M)

e
Ve

1’%¢
M—f>a(M)*>0

Dinh Iy sau mot rong két qué ctia Nicholson-Zhou.



Dinh 1y 2.1.2. Gid st M la N-noi xa. Khi dé cic dieu kién sau
la tuong duong:

(1) [M, N] la chinh quy.
(2) [M,a(M)] la chinh quy vdi moi « € [M, NJ.
(3) Véi méi a € [M, N, va vdi méoi dong ciu f: M — a(M) va

g:a(M)— af(M), thh ton tai dong ciu h : a(M) — M sao
cho fh=g.

a(M)

s
4
M= a(M) ——0
Cho @ va N la cac modun. Dong cau h : Q — N dudc goi 1a
ché ra dja phuong néu cho bat ky x¢ € h(Q) thi ton tai mot dong
cau b/ : N — @ sao cho h(I/(xg)) = 0.
Dinh 1y sau day dua ra dac trung chinh quy cta [M, N]
thong qua tinh ché ra dia phuong clia cac dong cau.
Dinh 1y 2.1.5. Cho M va N la cdic modun. Néu M la hiu han
sinh, khi dé cdc dieu kién sau day tuong duong:

(1) [M,N] la chinh quy.
(2) Moi dong cau tit modun M -sinh vao N la ché ra dia phuong.
(3) Moi dong cau M — N la ché ra dia phuong.
Cho M 1a R-mdédun phai. M dugce goi 1a chinh quy theo
nghia Zelmanowitz néu cho méi m € M, ton tai mot dong cau

f: M — R sao cho m = mf(m).
Cho M = R, theo dinh nghia trén ta c6 hé qua sau day.

Hé qua 2.1.6. Cho N la mot modun. Khi dé cac dieu kién sau la
tuong duong:



(1) N la modun chinh quy theo nghia Zelmanowitz.
(2) Moi dong cau tit moédun nao dé vao N la ché ra dia phuong.

(3) Moi dong cau R — N la ché ra dia phuong.

Vi du sau chi ra rang diéu kién "M 13 hitu han sinh" khong
thé bo duge trong dinh 1y trén.

Vi du 2.1.7. Cho A = {a/p" € Qla € Z,n € N} 1a mot nhém
con cia Q véi nhéom con Z. Ta ¢6 nhém thuong A/Z va duge ki
hiéu 1a Zpe. Khi d6 Zy~ khong la hitu han sinh nhu Z-moédun. Dat
M = N = Zp~. Khi d6 [M, N| khong chinh quy.

T bé dé trén ta co két qui sau.

Dinh 1y 2.1.9. Cdc diéu kién sau la tuong duong doi véi cac modun
M va N:

(1) [M, N] la chinh quy.

(2) N la M-za dnh tryc tiép va moi modun con M-sinh hiu han
ctia N la mot hang it truc tiép cia N.

Ta noéi rang méodun H duge goi 1a N-noi za han ché dén
M néu mdi a € [M, N], méi dong cau tit a(M) dén H c6 thé mé
rong dén N. Modun H duge goi 1a M-za dnh han ché dén N néu
modi toan cau p: M — A, A < N va mdi dong cau f : H — A,
thi ton tai mot dong cau g : H — M sao cho pg = f.

Dinh ly 2.1.10. Cho M, N la cic modun. Khi dé [M, N] la chinh
quy néu va chi néu H vira la N-noi xa han ché dén M via la M -za
anh han ché dén N vdi moi modun H.

Vanh R dugc goi la PP phdi néu véi moia € R,r(a) = eR
v6i €2 = e € R nao dé6.



2.2 Pong cau nita chinh quy

Dinh 1y sau day la mé rong ctia mot két qua ctia Nicholson va
Zhou.

Dinh 1y 2.2.2. Cho M va N la cac modun. Néu M wvia la (GC2)
vita la N-noi za triuc tiép, thi cic dieu kién sau la tuong duong:

(1) [M,N] la nita chinh quy va A[M, N] = J[M, N].

(2) Ker(a) ndm dudi mot hang tii truc tiép cia M vdi bat ky
a € [M,N].

Dinh Iy sau day 1a déi ngau vé6i Dinh 1y 2.2.2.

Dinh 1y 2.2.3. Cho M va N la cac modun. Néu N vita la (GD2)
vita 1o M-za anh truc tiép, thi cdc diéu kién sau la tuong duong:

(1) [M, N] la mia chinh quy va J[M,N] = <7[M, N].

(2) Tm(a) nam trén mot hang ti truc tiép cia M vdi bat ky o €
[M, N].

Dinh 1y 2.2.4. Cho M va N la cic modun. Gid st M via la lién
tuc tong qudt vita la N-ngi za tryc tiép. Khi dé [M, N| la nita chinh
quy va J[M,N] = A[M, N].

Truong hgp M = N trong dinh Iy trén ta c6 hé qua sau.

Hé qua 2.2.5. Cho M la modun lién tuc. Khi do Ey la nia chinh
quy va J(Ey) = {a € S = End(M)|Ker(a) <¢ M}.

Chiing ta c6 dinh 1y sau day déi ngau sau.

Dinh ly 2.2.6. Cho M va N la cdac modun. Gid s N va la r0i rac
tong quat vita la M-za dnh truc tiép. Khi dé [M, N] la nia chinh
quy va J[M,N] = <7[M, N].

V6i M = N, ta c6 hé qua sau day.

Hé qua 2.2.7. Néu M la mot modun roi rac, thi Eyy la nita chinh
quy va J(Ey) = {a € S = End(M)|Im(a) < M}.
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Dinh 1y 2.2.9. Cho M va N la cac modun. Néu M via la (GC2)
vita la N-noi za, khi dé cic dieu kién sau la tuong duong:

(1) [M, N] la nia chinh quy.

(2) Ker(a) nam dudi mot hang ti truc tiép cia M vdi moi o €
[M, N].

Chiing ta c6 dinh 1y d6i ngau sau day:

Dinh 1y 2.2.11 Cho M va N la cdc modun. Néu N via la (GD2)
vita la M-za dnh, thi nhiing dieu kién sau la tuong duong:

(1) [M, N] la nia chinh quy.

(2) ITm(a) nam trén mot hang tii truc tiép cia M vdi moi o €
(M, N].

Dinh 1y sau day md rong mot két qua ctia Nicholson va
Yousif.

Dinh 1y 2.1.12. Cho M va N la cac modun. Néu N la xa dnh, khi
dé nhitng diéu kién sau la twong duong:

(1) [M,N] la nida chinh quy.

(2) N/K c6 phii zg dnh vdi moi modun con M -sinh hiu han K
cta N.

Dinh ly 2.2.14. Gid st modun M la T-doi suy bién tuong doi vdi
modun N. Néu N la rdi rac téng quat va la modun M-za dnh tric
tiép, thy [M, N] la chinh quy.

Cho M va N la cac modun va [ 1a Epy — En song modun
cta [M, N|. [M, N] dugc goi 1a I-chinh quy néu véi méi f € [M, N]
thi ton tai g € [N, M] sao cho fgf — f € I.
Cho X < [M,N],Ker(X) = ({Ker(g)lg € X} dugc goi la
modun con M -linh héa ti cia M.

Dinh 1y 2.2.15. Cho M va N la cdc modun. Néu M la N-noi za
va M théa man ACC trén modun con M-linh héa td cia M, thi
[M, N] la A[M, N]-chinh quy.



Chiing ta ciing c6 dinh 1y doi ngdu sau:

Dinh 1y 2.2.16.Cho M va N la cac modun. Néu N la M -za dnh va
N théa man DCC trén {Im(a)|a € [M, N|}, thi [M,N] la 7[M, N]-
chinh quy.

Cho M va N la cdc modun. Ta st dung cac ki hiéu sau day.

r.U(Ey) = {t € Ex|3t € En,tt' =1y}

lU(EN) = {t S ENElt/ € EN,t/t = 1N}
rU(Ey) = {s € Ex|3s’ € Ep, s =1y}
ZU(EM) = {8 S EM|E|8/ S EM,S/S = 1M}-

Dinh 1y 2.2.21. Nhiing diéu kién sau la tuwong duong doi vdi cdc
modun M va N:

(1) day

foEvm > [iEy > ... > fuEvm > ..
Enfo>Enfi>...> Enfn> ..

la ding, vdi moi g; € [N, M), f; € [M,N] va fit1 = fi— figifi.

(2) Voi moi g; € [N,M] va f; € [M,N], dat fix1 = fi — figifi-
Khi do ta co day
(a) Im(fo) > Im(f1) > ... > Im(f,) > ...;
(b) Ker(fo) < Ker(f1) < ... <Ker(fn) < ...
la dung.
Trong truong hop nay [M, N] la J[M, N]-chinh quy.

Ta nhan thay rang néu E); hay Ex khong chia tap vo
han cac phan tit liiy ding tryc giao thi r.U(Ey) = L.U(Ey) va
r.U(Ey) =1L.U(EN).

Hé qua 2.2.22. Cho M va N la cic modun, vdi T = End(N) va
S = End(M). Gid si En; hay Ex khong chiia tap vo han cdc phan
i iy dang truc giao. Khi dé nhimg diéu kién sau la tuong duong:

(1) Vi moi g; € [N, M], fo € [M,N], fix1 = fi — figinfi, day
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foErv > fiEy > ... > foEn > ..
la ding.
(2) Voi moi g; € [N, M], fo € [M,N], fis1 = fi — figifi, day
Enfo>Enfi>...>2 Enfn> ..
la dung.

(3) Véi moi g; € [N,M], fo € [M,N], fix1 = fi — figifi, co cac
day sau day
(a) Im(fo) > Im(f1) > ... > Im(fp) > ..;
(b) Ker(fo) < Ker(fy) <...<Ker(f,) < ..
la dung.

2.3 Tinh chinh quy cia médun trong mot sé
16p moédun khac

Trude hét, ching t6i goi mot modun con N ctia M 14 e-doi cot
yéu trong M (ky hitu N <, M), néu N +L = M véi L <¢ M
thi suy ra L = M. Cho N, L la cac mdédun con cia M. Modun
con L dugc goi 1a e-phan phu ctia N trong M néu M = N + L
va NN L <, L. Mot modun M dude goi 1a e-phan phu néu moi
modun con ciia M c6 mot e-phan phu trong M. Cho M 1a mot
modun. Ky hieu Rade(M) = {N <¢ M| N la cuc dai M}. Khi
d6 Rad.(M) =Y {N| N <. M}.

Trong phan tiép theo ching ta sé xét diéu kién day chuyen trén
cic modun con e-doi cot yéu. Hon nita mot sé dic trung ctia médun
Artin da dugc nghién ctu. Tt d6 chiing ta sé thu duge cac dac trung
chinh quy cta vanh thuong R/J(R).

Tru6c hét ching ta c6 dic trung ciia Rad(M) xac dinh béi day
chuyén tang trén cic modun con e-doi cdt yéu.

Dinh ly 2.3.3. Cdc diéu kién sau la tuong duong doi vdi mot modun
M:

(1) Rade(M) la mot modun Note.
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(2) M théa man diéu kien ACC trén cdic modun con e-doi cot yéu.
Ménh dé 2.3.4. Cdc dieu kién sau la tuong duong doi vdi mot
modun M :

(1) Rad.(M) c6 chiéu Goldie hitu han.

(2) Moi modun con e-doi cot yéu ciia M cé chieu Goldie hitu han
va ton tai mot s6 nguyén duong k sao cho udim N < k cho
moi N <, M.

(3) M khong chita mot tong trice tiép vo han cdc modun con e-doi
cot yéu.
Dinh ly 2.3.5. Cdc diéu kién sau la tuong duong doi vdi mot modun
M:
(1) Rade(M) la mot modun Artin.
(2) Moi modun con e-doi cot yéu cia M la Artin.

(3) M théa man diéu kien DCC trén cdic modun con e-doi cot
yéu.

Mot modun con N cia M dude goi 1a e-nita cuc dai néu N =
N?_,L; v6i L; 1a modun con cyc dai va cot yéu trong M cho mdi
1=1,...,n.

Meénh dé 2.3.6. Cdc diéu kién sau la tuong duong doi vdi modun
M:

(1) M la mot modun Artin.

(2) M théa man diéu kien DCC trén cic modun con e-doi cot yéu
cia M vd cac modun con e-nta cuc dai cua M.

(3) M théa man dieu kien DCC trén cac modun con e-doi cot yéu
cia M va Rade.(M) la modun con e-nita cuc dai cia M.
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Dinh 1y 2.3.7. Cho M la mot modun. Khi dé M la Artin néu va
chi néu modun M la e-phan phu nhiéu va théa man diéu kien DCC
trén cdc modun e-phan phu va e-doi cot yéu cia M.

Meénh dé 2.3.9. Néu M la modun e-phan phu va théa man diéu
kien ACC trén cdc modun con e-doi cot yéu cia M, thi cdc modun
thuong M /A cing vay vdi moi modun con A cia M.

CHUONG 3

MODUN GIA NOI XA CHINH VA POI NGAU CUA
NO

Noi dung chuong nay bao gom cac két qua nghién cttu vé
tinh chat chinh quy ctia vanh vi modun thong qua l6p modun tong
quat clia modun noi xa chinh. Hon nita, mot trudng hop doi ngau
ciia 16p modun téng quat cia moédun noi xa chinh ciing da duge xét
dén. Tt d6 ching toi thu duge mot sd két qua trén vanh ty dong
cau clia no.

3.1 Mobdun gia ndi xa chinh

Trong phan nay ching t6i nghién citu cac dic trung clia 16p
modun tdng quét ciia 16p modun ndi xa chinh. Mot sé dac trung
cua 16p vanh nita nguyeén s, vanh chinh quy thong qua 16p médun
nay da dugc nghién ctru.

3.1.1 Vanh va moédun gia QP—ndi xa

Dinh nghia 3.1.1. (1) Mot R-modun phai N duge goi 1a M-nai
za chinh (viét tat, M — p—ndi xa) néu moi dong cau tir mot
modun con M-cyclic cia M vao N ¢6 thé md rong dén dong
cau tit M vao N. Mot R-modun phai M duge goi 1a twa noi
ra chinh (viét tat, gp-noi xa) néu M 1a M — p—noi xa. Vanh
R dudc goi 1a vanh P-noi za phdi néu Rp 1a qp-noi xa.

(2) Mot R-modun phai N duge goi 1a gid M-noi za néu véi moi
modun con A ctia M thi bat ky don cdu a : A — N c¢6 thé
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duge mé rong dén mot dong cau M — N. Mot R-modun phai
M dugc goi 1a gid noi za néu M 1 gid M-noi xa.

(3) Mot modun N duge goi 1a gid M — p—néi za néu moi don
cau tit mot modun con M-cyclic ndo dé ctia M vio N c6 thé
duge mé rong dén mot dong cau tit M vao N. Mot modun M
duge goi la tua gid noi za chinh (viét tat, gid gp-noi xa) néu
M 13 gid p-noi xa. Vanh R dugce goi 1a gid P-noi za néu Ry
la gid gp-noi xa.

Ta c6 cac quan hé sau:
M-p-noéi xa — gid M-p-nodi xa
e |
M-nodi xa "

p 1
gid M-noi xa
Vi du sau chitng t6 cac chiéu ngugc lai khong dung.

Vidu3.1.2. (1) Cho R = (£ £) v6i F la mot truong, Mp =
(EF)va Ng=(§%). Khidé
(i) N khong phéai 1a M-ndi xa va gid M-p-noi xa.
(ii) N la M-p-noi xa.

(2) Cho Z la vanh cac s6 nguyen. Khi d6 Z-modun Z /27 la gia
Z —p-ndi xa nhung khong phai 14 Z —p-ndi xa.

(3) Cho R = {(xn)nen | hau hét cic phan tit z,, bang a € Zg nao
d6 trit mot s6 hitu han}. Khi d6, Ri 1a gid Rr-noi xa nhung
khoéng la Rr-ndi xa.

Dinh 1y 3.1.8. Cdc dieu kién sau la tuong duong vdi modun M vdi
S =End(M):

(1) M la gid gp-noi za.
(2) Néu Ker(f) =Ker(g) vdi f,g€ S thi Sf = Sg.
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(8) Néu f € S va o, : f(M) — M la don cau, thy o = sf3 vdi
s € 8 nao do.
Dinh 1y 3.1.9. Cdc diéu kién sau la tuong duong vdi vanh R:
(1) R la vanh gid P-noi za phdi.

(2) Néur(z) =r(y) vdiz,y € R thy Rx = Ry.

3.1.2 Vanh va médun gia QGP—ndi xa

Dinh nghia 3.1.10.

(1) Mot R-modun phai M duge goi 1a noi za chinh suy rong (viét
tat, gp-noi xa) néu bat ky 0 # r € Rnao do, ton taimot n € N
sao cho 2™ # 0 va bat ky R-dong cau nao tit "R vao M c6
thé md rong dén dong ciu tit Rg vao M. Mot vanh R dugc
goi 1a GP-noi za phdi néu R 14 gp-ndi xa.

(2) Mot R-modun phai N dugc goi 1a gid M — gp—noi za néu mdi
dong cau 0 # o € End(M), ton tai n € N sao cho o™ # 0 va
moi don cau tit a™(M) vao N c6 thé mé rong dén mot dong
cau M vao N. Mot modun M dude goi 1a gid qgp-noi za néu
M la gid M — gp—ndi xa. Vanh R dudc goi la gid GP-noi za
phdi néu Rp 1a gid qgp-noi xa.

Ta c6 modi quan hé sau day:
gp-ndi xa = gia ¢p-ndi xa = gid qgp-nodi xa
Vi du sau chiing t6 cac chiéu ngugc lai khong ding.
Vi du 3.1.11.

(i) Cho R = {(#n)nen | hau hét cac phan tit x,, bing a € Zy nao
d6 trit mot s6 hitu han}. Khi d6, Rg 1a gid gp-noi xa nhung
khong 1a gp-nodi xa.
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(i) Cho K = F(y1,y2,...) va L = F(y2,ys3,...) v6i F la mot
truong va p : K — L 1a mot ding cau qua p(y;) = yis1 va
p(c) = ¢ v6i moi ¢ € F. Cho K[z, x2;p] la vanh clia cac da
thiic xoan trai tren K ma z;k = p(k)x; voi tat cd k € K
va i = 1,2. Xét R = K|x1,29;p]/(23,23). Khi d6 Rg la gid
gqp-ndi xa ma khong la gid gp-noi xa.

Dinh ly 3.1.19. Néu M la gid qgp-noi xa thi M théa man diéu
kien GC2.

Hé qua 3.1.20. Néu R la vanh gid GP-noi xa phdi th Rr thda
man dieu kién GC2.

Dinh 1y 3.1.23. Cho M la mot modun gid qgp-noi xa, tu sinh va
S = End(M). Khi dé, cic diéu kién sau la tuong duong:

(1) S la vanh hoan chinh phdi.
(2) Véi bat ky s1,s2,... € S nao dé thi day
Ker(s1) < Ker(sysg) < ---

la ding.

3.2 Mo6dun gia qgp-nodi xa trén vanh tuw dong
cau va cac idéan cuc dai.

Trong phan nay ching toi nghién citu cac dac trung ctia vanh

gid GP-noi xa vdi diéu kién day chuyén va cac idéan cuc dai trén
vanh tir dong cau ctia modun gid qgp-noi xa.

Chiing ta c6 thé tém tat mot két qua chinh trong muc nay nhu
sau:

Ménh dé 3.2.3. Cho M la modun gid qgp-noi za va S = End(M).
Khi dé, vdi bat ky phan ti déu u cia S nao dé thi

A, = {s € S| Ker(s) NIm(u) # 0}

la idéan trdi cuc dai duy nhat cia S chita lg(Im(u)).
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3.3 Vé moédun gia M-xa anh chinh

Trong phan nay ching toi nghién cttu cac tinh chat cta 16p
modun ddi ngau ctia 16p modun gia qp-noi xa chinh va dong thai né
1a mot truong hop tong quét cia modun s-xa anh. Mot s6 diic trung
cta vanh chinh quy, Artin, hoan chinh,... thong qua I6p moédun da
dugce dua ra.

3.3.1 Mot sb khai niém

Dinh nghia 3.3.1. Mot R-modun N duge goi la gid M-xa anh
chinh néu cho mdi ty dong cau € ctia M, méi toan caup : M — (M)
va mdi ty dong cau f : N — &(M), thi ton tai mot dong cau
h: N — M sao cho ph = f.

N

hodc tuong duwong néu, cho méi ty dong cau € clia M va mobi tiy
dong cau f : N — M/ Ker(e), thi ton tai mot dong cau h: N — M
sao cho mh = f v6i 7 : M — M/ Ker(e) la toan cau chinh téc.

Mot modun M duge goi 1 gid s-xa 4nh néu M 1a gid M-xa dnh
chinh.

3.3.2 Mot sb két qua khac vé médun gia s-xa anh

Trong phan nay ching t6i sé nghién cttu mot sé tinh chat cta
modun gia s-xa anh va vanh ty dong ciu clia no.

Dinh 1y 3.3.9. Cho M va N la cac modun va o € [M, N|. Khi doé
cac diéu kién sau la tuong duong doi vdi o € [M, N]:
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(1) « la chinh quy .

(2) (M) la mot hang ti truc tiép cia N va cho moi dong cau
f:M— a(M)wvag:alM)— o(M), thy ton tai dong cau
h:a(M)— M sao cho fh=g.

Bay gio chiing ta sé xét moi quan hé giita chiéu Goldie ctia M
va vanh ti dong cau ciia né.

Dinh ly 3.3.17. Gid si M la vat p-tu sinh va gid s-xa dnh. Khi
do Mp co chiéu Goldie hitu han néu va chi néu Sg coé chiéu Goldie
hau han. Hon nia, trong truong hop nay, dim(Mpg) = dim(Ss).

Mot 4p dung cho két qua trén la:

Vi du 3.3.18. Cho R la mot vanh vdi dim(Rg) = k, n la mot s6
nguyén duong va S la vanh cia tat cd cac matrgn cap n X n trén

vanh R. Khi dé dim(Ss) = nk.

Tiép theo chiing ta ciing c6 cac dic trung clia vanh nita don xac
dinh bdi tinh gia s-xa anh cia mo6 dun.

Dinh 1y 3.3.20. Céc diéu kién sau la tuong duong doéi vdi vanh R
da cho:

(1) R la vanh nida don.
(2) Moi modun gid s-xa anh la za dnh.

(3) Moi tong truc tiép cta mot ho cic modun gid s-za dnh la za
anh.

(4) Tong truc tiép cia hai modun gid s-va dnh la va dnh.
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Nhu chiing ta da biét mot vanh R 1a hoan chinh phai néu va chi
néu modi R-modun phai c6 phit xa anh. Ching ta sé c6 mot két qua
tuong tu cho modun s-xa anh.

Dinh ly 3.3.21. Cdc dieu kién sau la tuong duong vdi vanh R da
cho:

(1) R la vanh hoan chinh phdi.

(2) Cho méi R-moédun phdi M, thi ton tai mot toan cau f: N —
M sao cho N la gid s-za dnh va Ker(f) < N.
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KET LUAN

Dé tai bao gom cac két qua chinh sau day:

1. Dua ra dic trung ctia tinh chinh quy ctia cac cac dong cau
lien quan tinh "xa anh" ctia ching (Dinh ly 2.1.1, Dinh Iy
2.1.2).

2. Dac trung chinh quy ca nhém Hom thong qua tinh ché ra
dia phuong clia cac dong cau (Dinh 1y 2.1.5).

3. Dua ra dic trung ctia tinh nita chinh quy ctta nhém Hom va
cac cau tric con A, V véi cac tinh chat clia anh va hat nhan
ctia nhém Hom d6 (Dinh 1y 2.2.2, Dinh 1y 2.2.3, Dinh 1y 2.2.9,
Dinh ly 2.2.11).

4. Nghién citu tinh chinh quy ctia cdc modun thuong thong qua
16p modun mé rong ctia modun phan phu (Dinh 1y 2.3.5, Ménh
dé 2.3.6, va Dinh ly 2.3.7).

5. Déc trung cta 16p vanh nita nguyén so, vanh chinh quy thong
qua 16p médun mé rong ciia gid noi xa chinh da duge nghién
citu (Dinh 1y 3.1.8, Dinh 1y 3.1.9, Ménh dé 3.1.21 va Dinh ly
3.1.23).

6. Dac trung ctia vanh gid GP-noi xa vé6i dieu kien day chuyén
va cac idéan cic dai trén vanh ty dong cau ctia modun gia
qgp-noi xa (Meénh dé 3.2.1, Ménh dé 3.2.2, Ménh dé 3.2.3 va
Menh dé 3.2.6).

Dé tai ciing diit ra mot s6 van dé md: Nghién citu cac dic trung
ctia vanh ma moi modun cyclic (idéan) la gia GP-noi xa. Nghién
cttu cac ap dung ctia 16p vanh GP-noi xa va gid GP-noi xa doéi véi
Iy thuyét vanh tita-Frobenius. Trong thdi gian t6i, chiing toi sé tiép
tuc nghién ctu dé tra 1oi cac van dé néi tren.
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