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MO PAU

1. Ly do chon dé tai

Nira vanh 1a cau trac dai s rat phong phu trong toén hoc.
Ntra vanh cung cap 1y thuyét khai quat chung mang tinh ty nhién
nhit cia vanh. Ly thuyét nira vanh duoc biét dén trong nhiing tmg
dung cua toan hoc, khoa hoc va ki thuét.

Khai niém ntra vanh dau tién duoc xuét hién trong cong trinh
cua nha todn hoc ngudi Buc R.Dedekind vao nam 1894 dé cap dén
ideal cia vanh giao hoan va mudn hon nita trong cong trinh cua F.S.
Macaulay[10], W. Krull[8], E. Noether[11], va P. Lorenzen[9] dé
cap dén tién dé cua caic s6 tu nhién va cac s6 hitu ty khong am.

Chu tric dai sO ctia nira vanh ma ching ta dugc gap lan dau
tién do chinh la cau tric cua tép hop so tu nhién. Sau nay con ¢o
thém tap hop cac s6 nguyén dwong, sd hitu ty duorng va ca cac sb
thyc duong nita. Ddc biét, nhiing tp hop s6 nay da duge dua vao
xuyén sudt trong chuong trinh hoc tr bac mau giao den bac pho
thong dudi nhimg hinh thire khac nhau. Cac tdp hop sd nay déu co
nhu’ng tinh chat, dic diém chung nhat dinh bén canh nhiing dic diém

riéng biét, thu vi ctia no.
bé tai "Cac dac trung cia nira vanh zerosumfree va irng

dung" nay dugc viét voi hy vong phan nao cé thé théa min duoc
mong mudn cia ban than 12 nghién ctru r& hon nhitng dic diém
chung 4y, bén canh d6 c6 thé tim toi, lién hé nhing Gmg dung ciia nd
trong thyc té.

2. Muc tiéu va ndi dung nghién ciru dé tai

Muc tiéu cta d@ tai la tim hiéu vé "nira vanh zerosumfree" va
nghién ciru nhitng tinh chét dic trung ctia no.

Trén co so do, tim cac van dé lién quan nhu khao sat nia
vanh zerosumfree c6 tinh chat trir .
Dong gop cua dé tai 1a tong quan cac két qua thu duoc ciia cac tic
gia di nghién ctru trén nira vanh zerosumfree va chi yéu trong [3]
J[4]va [12], ching minh chi tiét, 1am rd cac ménh d&, dinh 1y, dua ra
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vi du minh hoa dé nguoi doc dé dang tiép can van dé. Ngoai ra, trong
luan vin, tac gia ¢b ging tim hiéu cac tng dung va mé rong mot sb
két qua tha vi vé nira vanh va ntra vanh zerosumfree.

3. Phwong phap nghién ciru

1. Thu thap cac bai bao khoa hoc cua céc tac gia da nghién
ctru lién quan dén nira vanh zerosumfree, nta vanh zerosumfree co
tinh chét trir.

2. Str dung mét sb ki thuat trong ly thuyét nhom, nira nhom,
ly thuyét vanh va ntra vanh, 1y thuyét médun va nira moédun dé ap
dung tong quan va ching minh chi tiét cac két qua ctia mot s tac gia
da nghién ctru.

3. Van dung cac két qua da co trong cac bai bao vé nira vanh
zerosumfree dé tim ra cac van dé lién quan.

4. Trao ddi két qua nghién ctru véi GVHD thong qua cac
budi seminar.

4. B cuc dé tai

Noi dung cuia ludn van chia thanh hai chuong:

Chuong 1: Trinh bay lai mot s6 kién thirc co so vé 1y thuyét
ntra vanh va nira médun.

Chwong 2: Trinh bay khai niém vé nira vanh zerosumfree va
cac dic trung cia no. Nghién ctru tinh chdt trir ciia nira vanh
zerosumfree va dac biét 1a cac dac diém cua vanh sai phan trén ntra
vanh zerosumfree. Cudi cliing 1 mot vai vi du vé nira vanh lién quan
dén nira vanh zerosumfree thuong gip va mot sb tmg dung ctia nira
vanh zerosumfree trong thuc té.

Nhing két qua trén day 1a sy c¢6 ging khong ngimg ctia t6i trong thoi

gian nghién ctru ludn van. Vi vy, tdi rat mong dugc su gop y chan
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thanh tir quy théy c0 giao cung cac ban doc dé noi dung dé tai duogc

hoan thién hon.
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CHUONG 1

MOQT SO KIEN THU'C CO SO

Chirong nay hé thong lai mét s6 ngi dung co ban vé Iy thuyét
nita vanh, nita modun va cac noi dung lién quan
1.1. NUA VANH VA PONG CAU NUA VANH
Pinh nghia 1.1.1. Mot tap hop A khéac rong cing véi hai phép toan
(+) va nhén (.) dugc goi 1a mot ntra vanh (semiring) néu cac diéu
kién sau duogc théa man:
(1) (A+) 1a mot vi nhom giao hoan véi phan tir khong 1a 0 A
(2) (A,.) 1a mot vi nhém vé6i phan tir don vi la 1 "
(3) Phép nhan phéan phdi hai phia v6i phép cong.
4) 0,r=0,=r0, voimoi r € A.
Néu phép nhén trén nira vanh A c6 tinh giao hoan thi A duogc goi 1a
nira vanh giao hoan.
Pinh nghia 1.1.4. Mot phan tir r cia mot hemiring H dugc goi 1 /iy
ddng cong tinh (additively idempotent) néu r+r=r. Ta ki hiéu

" ( H ) 1a tap hop tt ca cac phan tir lily dang cong tinh caa H. H
duogc goi 1a mot hemiring ity ddng céng tinh néu 1* ( H ) =H.

Pinh nghia 1.1.5. Mot phan tir r cia mot hemiring H duoc goi 1a
nhén iy dang(multiplicatively idempotent) néu r’=r. Ta ki hiéu

I *( H )lé tap hop tat ca cac phan tir nhan lily déng cua H. H duoc



goi 1a mot hemiring nhén liiy dang néu | *( H ) =H.

Pinh nghia 1.1.9. Mot phén tr r cua ntra vanh A dugc goi 1a kha doi
néu ton tai mot phan tir r’ thudc A sao cho r+r’=0. Khi d6 »’ duoc
g0i 1 phdn tir déi ctia r va no 1a duy nhat.

(i) Ta s& biéu thi phan tir d6i cta phan tir r ( néu no ton tai) bai —r va
tap tat ca cac phan tir cua A c6 phan tir 6i 1a V(A).

(i) V(A) 1a nhém con 16n nhét cia (A,+).

. Pinh nghia 1.1.13. Mot phén tr U cua mot nira vanh A duogc goi la
gidn woc duoc néu u+b=u-+c thi kéo theo b=c véi b,c e A. Néu
moi phén ttr clia ntra vanh A déu gian udc dugce thi A dugc goi la nia

vanh gian woc duoc.

1.3. NUA MOPUN VA NUA MOPUN CON

Pinh nghia 1.3.1. Cho A 1a mét nira vanh. Mot A- nita médun phdai
M 1a mét vi nhom giao hoan (M,+) véi phan tir khong 13 Oy cing véi
anh xa M x A— M xéc dinh boi (M, ) m.r duoc goi la phép

nhan v huéng thdéa mén cac diéu kién sau:

Q) m.(rr’)=(mr).r’;

(2) (m+m’).r=m.rtm.r’;

) m.(r+r)=m.r+mr’;

(4) m.1y=m;

(5) Oy .r=0y=m.0a.

trong d6 .7’ 1a cac phan tir tiy ¥ thudc A, m va m’ 13 cac phan tir tiy

y thude M. Ky hiéu A-ntra modun phai M 1a Ma.
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Pinh nghia 1.3.3. Mot phan tir m thugc A- nira médun phai M duoc
goi 14 liiy ddng cong tinh néu m+m=m. Ta ki hiéu tap
I(M)={meM |m+m=m}.DE dang thay ring I(M) la mot A-
nira modun con cua M. Néu I(M)=M thi M duoc goi 13 liy ddng céng
tinh.
Pinh nghia 1.3.4. M6t A- nira modun phai M théa man V(M)=M
duogc goi 1a mot A-nhém phdi ( right A-group). Mot nira modun trén
mot vanh R duoc goi 1a R-médun. Mot A-nhom trai ( left A-group)
dugc dinh nghia tuong tu.
1.4. QUAN HE TUONG PANG VA NUA MODPUN THUONG
Pinh nghia 1.4.1. Cho A 1a m¢t nira vanh va M 1a mgt A- nra médun
phai. Mot quan hé tuong duong = xac dinh trén nita vanh M duogc
g0i 1a mot quan hé dong dwnéu m=m' va n=n" thi
m+n=m+n'vamr=m'r véimoi r € A.
Ki hidu Cong(M,) 1a tap tat ca cac quan hé dong du trén A -nira

modun phai M.

DPinh nghia 1.4.2. Cho M la mdt A-ntra modun phai va = 1a mot
quan hé dong du trén M. V6i mdi me M | ta ki hiéu m/ = 1a 16p
turong duong ctia m ing v4i quan hé = va trén tap thwong M/ =
gOm tat ca cac 10p twong duong m/ =. Ta dinh nghia phép cong va

nhan v6 huéng nhu sau: Véimoi myneM va re A,

m/_+n/_=(m+n)/_;



(m/_)r=(mr)/

Khi 6 M/ = cung v&i hai phép toan trén 1a mot A- nira modun
phai va n6 dugc goi la nita médun thuong cua M theo quan hé tuong
dang =.

Vi du 1.4.3. Cho A 1a mdt vanh ¢6 V (A) ={0,, } va M la mét nira

moédun con ciia A. Dinh nghia quan hé ¢ trén M nhu sau: mo m’

voimoi mm'e M < Ann(m)=Ann(m’) trong d6

Ann(m) ={s € A:ms =0y, | 1a mdt quan h¢ dng du trén M.

That vay, O la mot quan hé trong duong trén M. Gia st m Om’va
phan tir n tiy ¥ thuée M. Néu s € Ann(m+n) thi

Oy =(Mm+n)s=ms+ns.

Do V(M)={OM} nén MS=ns =0,, va vi thé

s e Ann(m) = Ann(m’) . Mit khac S € Ann(m”) tic 1a
m's=0,, nén (M'+n)s=m's+ns=0,,,suyra

se Ann(m'+n) hay Ann(m+n) < Ann(m'+n).

Tuong ty ta c6 Ann(m'+n) < Ann(m-+n). Vay

Ann(m-+n) = Ann(m'+n) tac 1la (m+n)o(m'+n).
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Giasa S€ A tuyy va t € Ann(ms) thi OM = (ms)t = m(st). Do
dé st e Ann(m) = Ann(m") suy ra OM =m'(st)=(m's)t hay

te Ann(m's) . Vivay Ann(ms) < Ann(m's) .Tuong tu ta ciing co
Ann(m’'s) < Ann(ms) . Vay Ann(ms) = Ann(m's) hay
(ms)o(m's).

Pinh nghia 1.4.3. Néu M #{0,, } va Cong(M) chi c¢ hai phan tir

thi khi d6 A- nira moédun M duoc goi 1a dong dw don (congruence-
simple) hoac ¢- don (c-simple).
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CHUONG 2

CAC PAC TRUNG CUA NUA VANH ZEROSUMFREE VA
UNG DUNG

Trong chwong nay cdc két qua chii yéu dwoc trich dan tir tai liéu [3],
[4], [12] va mét s6 két qua suy ra tie d6, cu thé nhw sau:

Trong 2.1, téi trinh bay khdi niém va mét sé tinh chat déic trung cia
nita vanh zerosumfree cung voi mot $6 vi du minh hoa. Mot s6 tinh
chat trén nira vanh dwoc dp dung cho nira vanh zerosumfree dé cé
két qua cu thé hon.

Trong 2.2, téi dé cdp t6i mét s két quda cia tinh chat trie khi xét né
trén mita vanh zerosumfree. Toi trinh bay thém dinh nghia mot V-
nika vanh phdi, néu 1én méi quan hé gitka nira vanh zerosumfree va
nita vanh zeroic, xét cac lop nita vanh ma nita moédun trén no co bao
néi xa. Tir d6 dwa ra khang dinh néu méi nira vanh zerosumfiee S
théa man tinh chat: “ Moi mé réng cot yéu ciia méi S- niea médun c-
don M déu trimg véi M thi S la mét V- nika vanh phdi va vanh sai
phdn twong iing ciia né la vanh khéng. Mat khdc, néu nira vanh nao
do théa mén mét tinh chat nhung khéng phdi la vanh thi cé thé
chuyén thanh mét nira vanh zerosumfree khac 0 van mang tinh chat
do.

Trong 2.3, t6i trinh bay mét s6 vmg dung thuec té ciia nira vanh
zerosumfree va mot s6 vi dy vé nira vanh lién quan dén mira vanh
zerosumfiee thieong gdp nhw tdp cdc so tw nhién, tdp cac sé nguyén

khéng dm, tdp cdc s6 hitu ty khdng am, tdp cdc so thue khéng dam.
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2.1.NUA VANH ZEROSUMFREE

Pinh nghia 2.1.1. Mot nira vanh A duoc goi 1a zerosumfree néu
phan tir 0 1a phan tir kha d6i duy nhat ctia vi nhém (A,+,0). Nghia 13,
v&i moi a,a’ thude A, néu a+a’=0 thi a=a’=0.

Vi du 2.1.1. T4p céc sb tu nhién N véi phép toan cong va nhan
thong thuong cac sb tu nhién 1a giao hoan va 13 zerosumfree.

Vi du 2.1.2. Cho mdi s6 nguyén duong n, xét tap

X, = {—oo, 0,12,...., n} trong d6 —o0 duoc gia thiét thoa man cac
diéu kién sau: —o0 <i va —0+1i =—00, v6i moi i thudc X,.. Ta dinh

nghia phép toan cong va nhan trén X nhu sau:
i+h=min{i,h} va i.h=max{i,h}.

Luc d6, X, 1a mét nira vanh ¢6 don vi giao hoan va zerosumfree.
Ménh dé 2.1.1. 4 la mét mika vanh zerosumfree néu va chi néu
V(A)={0}.

Nhin xét 2.1.2. Cho R 1a m6t vanh giao hoan, mét tip con P ctia R
v6i cac phép toan cong va nhin dugc han ché tir R thoa

P (—P) = {0} . Khi d@6, P 1a mot ntra vanh zerosumfree c6 don vi.

Nhén xét 2.1.3. M6t ntra vanh chia dugc thi n6 hoédc la mot ntra vanh
zerosumfree hodc 1a mot vanh chia duoc.

Ménh dé 2.1.3. Néu A la mét nira vanh nguyén théa man ludt gian
woc, la mot niva vanh zerosumfree thi chi co mot A-nita médun trdi

noi xq la {0).



11

2.2 NUA VANH ZEROSUMFREE CO TiNH CHAT TRU
(SUBTRACTIVE)

DPinh nghia 2.2.1. M4t nua vanh S dugc goi 1a V- ntra vanh phai (
tuong (mg, trai) néu moi S- nira moédun phai ( twong tng, trai) don

déu noi xa.

Dinh nghia 2.2.2. Mot tip khong rong A cua nira vanh zerosumfree
H duoc goi 1a ¢6 tinh chat nira trir (semisubtractive) néu

ae ANV (H) kéo theo —ae ANV (H)va A duoc goi 1a c6 tinh
chit i (subtractive) néu a € Athi a+a'e A kéotheo a'e A. N6
duogc goi 1a ¢o tinh cht i manh (strong) néu va chinéua+a'e A
kéotheo ac A vaa'e A.

Pinh nghia 2.2.3. M{t idéan | ciia nira vanh c6 don vi A duoc goi 1a
cong hut ( additively absorbing) néu a+r € | ,‘v’a(;t 0) el va
reA.

Nhan xét 2.2.1. Néu A 1a mot tip con khac rdng cua nira vanh

zerosumfree c6 don vi H, khi d6 ta dinh nghia tap hop
| =Ann(a)=(0:A)={reH|ra=0,,VacA}.

Néu A# {0} khi @6 (0: A) la mot idéan trai cia H, dugc goi la
idéan linh hoa tir trai ciia A va né 1a mot idéan trai co tinh chat s
cua H.

Ménh dé 2.2.1. Cho H la mét nira vanh zerosumfiee va tdp hop

S = H xNla mét Dorroh mé rong ciua H. Khi d6 S la mot nira vanh
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zerosumfiee, mdt khdc mot tdp con khéng rong I cia H la idéan (
hai phia) ciia H néu va chi néu J = {(a, 0) lael } la mot idéan (hai

phia) ciia S. Hon nita, I ¢6 tinh chdt trir néu va chi néu J ciing vdy.
Ménh dé 2.2.2. Néu I la mét idéan cia nika vanh cé don vi
zerosumfree A. Khi do, 0/ la mot idéan cua A, ngodi ra no cing la
mot nita vanh zerosumfree va la mot idéan co tinh chat trir.

B6 dé 2.2.1. Mot idéan cong hut cua nika vanh co don vi A xac dinh

mot quan hé ~ | trén A boi cach dat ¥ ~, r'<r =r"hodc car,r’

|
thuéc 1. Pdy la mét quan hé dong du.

Ménh dé 2.2.3. Néu A la mét nira vanh giao hodn c6 don vi khdc {0}
khong c6 quan hé dong dw khéng tam thwong thuwce sw khi do hodc
A=IB={0,1} hodc A la m¢t truong.

Nhin xét 2.2.3. Néu A c6 2 phén tir va 1a zerosumfree thi A=IB. Néu
A ¢6 hon hai phén tir thi A khong thé 1a zerosumfree.

Ménh dé 2.2.4. Néu I la mét idéan c6 tinh chat trir cuc dai ciia mot
nita vanh giao hoan co don vi A, khi do A/l la mét nika truong.
Ménh dé 2.2.6 ([4, Proposition A]) Cho mét vanh R, nhitng diéu sau
la twong duong :

1, R la mot V-vanh phdi

2, Moi mé réng cét yéu ciia R- médun phai M déu trimg véi M |

3, Méi vanh chia dwoc cia R la mét V- vanh phdi.

Pinh ly 2.2.2. ([4, Theorem B]) Mot vanh giao hoan R la mot V-

vanh néu va chi néu R la chinh quy.
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B6 d@ 2.2.2. Néu M la nira vanh zerosumfree, khi d6 & (dinh nghia
trong vi du 1.4.3) la mot quan hé dong duw trén M. Hon nita, néu M la
nita médun c-don thi & la quan hé ddng thirc.

Ménh d@é 2.2.7 ( [3, Proposition 13.55]) Néu A la nita vanh giao
hoan va M la mot A- nika médun c-don khac khong thi M hodc la
mét médun hodc M la ity ddng céng tinh.

Nhin xét 2.2.4. Cho S 1a mot nira vanh va M 1a mét S-médun. Khi

d6 ta c6 thé xem M nhu 1a mot S* -médun bing cach dit
m(a,b)A =ma-mb véimoi me M va (a,b)A esd, Nguoc lai,
mdi S*-médun M ciing ¢6 thé xem nhu 1a mot S-médun bang cach

dat ms = m(S,O)Avc'ri moi meM va seS.Tirdésuyra
Cong (M S ) =Cong [M A ] v6i moi mddun M. Dic biét, M 1a mot
S

A~ X \ . A \ ~ A ~
S-modun don néu va chi néu M 1a mot S* -mddun don.

Ménh dé 2.2.8. ([4, Proposition 1.4]) Cho S la mét nira vanh, Mot S-
médun M la don néu va chinéu M =S2 /] , trong dé J la mot

idéan cyc dai cia vanh SA.

Ménh dé 2.2.9. ([4, Proposition 1.5]) M6i nira médun c-don lily
ddng cong tinh trén mot mira vanh giao hodn S khdc khéng chira
chinh xdc hai phan tir. Mgt nira nhém M={0y ; m} liiy ddng céng
tinh la mét S- nira médun c-don néu va chi néu Ann(m) la mét idéan

nguyén té manh trong S.
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Theo Ménh dé 2.2.6, “ mdi vanh R 1a mot V- vanh phéi néu va chi
néu mdi mo rong cot yéu ctia modi R- moédun don M déu triung véi

M. Ta xét tinh chat twong tu nay trén mot nira vanh.

“ Moi mo rong cot yéu cia moi S-nika modun don M deu trung voi
P

M7 (¥

Neéu a:S — T la mét toan cau nura vanh thi moi T- nira médun phai

M c6 thé duoc xét nhu 13 mot S- nira modun phai bang cach dat
ms = ma(s). Ta c6 Cong (MS ) = Cong (M j , do d6 néu mot
T

T- nra modun phai M’ 1a mét mé rdng cot yéu cua T- nira moédun

don M thi ta ciing c6 S- nira médun phai don

M. Vi thé ta c6 ménh dé sau:

Ménh dé 2.2.10. ([4,Proposition 2.1]) Mdi anh dong cau ciia mot
nika vanh c6 tinh chat (*) la mét nirka vanh cé tinh chdt (*).

Nhén xét 2.2.5. Cho S 1a mot nira vanh va HR la quan hé Bourne trén
S duogc xac dinh boi idéan V(S). Khidé S/ 9R 1a mot nira vanh
zerosumfree.

Ngoai ra, chiing ta dé thdy rang S 1a mot vanh khi va chi khi nira
vanh thuong S /HR 1a 0. Nhu vdy, tir Ménh d& 2.2.10, moi nira vanh
thoa mén tinh chat (*) nhung khong phai 1a mot vanh c6 thé chuyén
thanh mot nira vanh zerosumfree khac 0 c6 tinh chét (*) bz:ing cach

chia thuong bai quan hé¢ Bourne xac dinh boi V(S).
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Trén mdi S- nira moédun M, ta trang bi mot quan h¢ <, xac dinh boi
m<ly, m’véim, m’ tiy ¥ thudc M néu ton tai s tu nhién &’ va mot
phan tir N € M sao0 cho k’m’=m-+n. Theo cach xac dinh nay thi <>M
12 mot quan hé dong du trén M. Néu xem S 12 mot S- nira modun, khi
d6 ta c6 ngay quan hé dong du <>S trén nira médun S. Hon nita, <>S
1a quan hé dong du trén ntra vanh. Tur cach dinh
nghia <), nhu trén, ta c6 ngay m<ly, (m+m) va (m+m) <, m nén
m <>M (m+m) véimoi Mme M . Do d6 ta c6 Bo dé sau:

B a2 2.2.3. ([4, Lema 2.2]) Médun thirong M° =M 0, Iy
ddng céng tinh va nira médun M 0 la 0 néu va chi néu M la mét
médun. Bdc biét, néu mot mira vanh S khéng phdi la vanh thi khi d6
nira vanh thuwong S<> =S/ Ol\/l la mot mika vanh khdc khéng va lity
ddng cong tinh.

B6 dé 2.2.4. ([4], Lema 2.3) Pat ms® = ms vei moi MeM va

SE€S, khi @6 méi S- nira médun M lity ding cong tinh cé thé duwoc
xét nhu mot S<> - mra modun, va Cong(Ms)= Cong( Ms?). Ddc biét,
nita modun thuong N 0 N /ON la mot S- va S<> - nita modun vdi

moi S - nita médun N.
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B6 dé 2.2.5.([4, Lemma 2.4]) Cho M la mét nira médun trén nira
vanh zerosumfree S. Khi do, ton tai mét S- nira moédun Mva zeM
sao cho M = M va m+z=z véimoi meM .

Ménh @8 2.2.11. Mét nira vanh zerosumfree cé tinh chdt (*) thi vanh

sai phan tuwong ung S2 I vanh khong.
Nhén xét 2.2.6. Theo Ménh dé 2.2.11, mot ntra vanh zerosumfree S

c6 tinh chét (*) thi vanh sai phan tuong tmg S* 120. Do d6, S 1
mot nira vanh zeroic vi theo Nhan xét trong 1.2. Ngoai ra, mét nira
vanh S 1a zeroic thi S 1a mdt nira vanh zerosumfree.

Trong 1y thuyét vanh médun, ta c6 mot két qua quan trong 13 moi
mddun dugc chtra trong mdt médun ndi xa. Tuy nhién, trong ly
thuyét nira vanh va nira moédun thi diéu nay khong xay ra. Chang
han, néu S la mdt ntra vanh nguyén, gian udc dugc va zerosumfree

thi chi c6 mot S- nra modun ndi xa do la {0}.

2.3. CAC UNG DUNG CUA NUA VANH ZEROSUMFREE VA
MOT SO NUA VANH LIEN QUAN PEN NUA VANH
ZEROSUMFREE THUONG GAP

2.3.1. Mot s6 ing dung ciia nira vanh zerosumfree

Ly thuyét nira vanh da duoc ap dung trong nhiéu loai tmg dung
khac nhau nhu trong toan trng dung, khoa hoc va cong nghé¢, trong
d6 dang chu ¥ 1a thuyét cac may tu dong, 1y thuyét tdi wu hoa, qua
trinh truyén thong va trong 1y thuyét tap mo.... Trong khoa hoc may

tinh, 1y thuyét cac may tu dong 1a nganh nghién ciru v& may hoc triru
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tuong va cac bai toan ma may d6 c6 kha nang giai quyét. My tu
dong 1a mo hinh toan hoc ctia may c6 trang thai hiru han. Véi cac ky
tu dan vao, mot may trang thai hiru han truyén (‘hodc “ budc nhay” )
qua mot chudi cac trang thai theo mot ham truyén nao d6. Ham nay
thong bao cho cic may tu dong trang thai nio can truyén tiép, tir
mot trang thai vao mét ky tu hién thoi. Ly thuyét cac may tu dong
lién hé chat ché véi thuyét ngdn ngir hinh thirc nhu cac may ty dong
thuong dugc phén loai nhd 16p ngdn nglr hinh thire chung c6 kha
nang nhd lai. Dya trén cong trinh cia Kleene vao ndm 1956,
Eilenberg di xay dung mot 1y thuyét dai s6 toan dién dugc trinh bay
trong cudn sach — Automata,Languges , and Machines cong bd vao
nam 1974. Mot cong trinh quan trong khac — Automata - Theoretic
Aspects of Formal Power Series- di dugc xuit ban vao nim 1978 boi
Salomaa va Soittola.

Mot trong nhiing nira vanh co ban dang sau ly thuyét cac may tu
dong 1a nira vanh tropical (NU {OO} ,MiN,+), lan dau tién duoc

gidi thi€u bdi Simon. Nura vanh tropical da tim ra cac ung dung moi
quan trong. Noi riéng, nira vanh nay va tinh chit cia né da duogc st
dung gan day dé xay dung thuat toan hiru hiéu cho cac muc dich
phan loai khac nhau. Mot vi du tiéu biéu 14 c6ng trinh ctia Allauzen
va Mohri vé kiém dinh tinh chat duoc goi 1a ghép cap déi (twins
property) . Ho da xay dung mdt thuat toan hiru hidu cho viéc kiém
chig tinh chat nay bang cach ding may tu dong véi trong sd trén

ntra vanh giao hoan va gian uéc dugc ma cé do phuc tap
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O(|QF +|E[), trong @ Q 1a tap hop cic trang thai ctia cac may
tu dong va E 1a tap cac budc truyén . Thuat toan dugc chi ra 14 thuc
tidn véi cac may tu dong c6 trong sb va 1on dén khoang vai triéu
budc truyén trong cac ing dung vé nhan dang giong noi .
Cuninghame-Greene nghién ctru cac tng dung khac nhau
trong 1y thuyét t6i wu hoa, bao gdm ca cac bai toan tim dudng ngin
nhat trong 1y thuyét do thi. Trong nghién ctru ctia minh, 6ng 4y da

xét chu tric saw: Giasa R =RuU {—oo} va dinh nghia phép toan
cong @ va nhan ® nhu sau: a®b = max{a, b},a@b =a+b (

trong d6 phép toan + 1a phép cong thong thuong trén tap sb thuc), va
—0@®b=—o véimoi beR _, .Khidd, (R, S,®) dugc goila

max !
ntra vanh max-plus, va ciing dugc biét nhu dai s6 lich trinh. Nira
vanh nay chinh xac la mgt nura truong, va mot sb lugng 16n dai )
tuyén tinh mang sang cac khong gian vec to va cdc ma tran trén nira
truong. Péi ngéu cua ntra vanh max-plus la dai s6 t6i wu hoa

R ©,®),0d0 R, =RU {oo} va dinh nghia phép toan cong

@® va nhan ® nhu sau: a®b = min{a,b},a®b=a+b. bay cling

12 mot nira truong ma da dugc Gmg dung cho cac bai toan ti wu hoa
trén cac do thi boi Gondran va Minoux va dén nay trd thanh cong cu
chudn myc trong t6i ru hoa.Ké d6, dya trén cau triic nay toan bg ly
thuyét xac sudt moi dugc goi 1a gidi tich lity dang da duoc phat trién
boi Maslov va dong nghiép ctia ong. Ly thuyét nay c6 nhimng ap

dung thu vi trong vét ly lugng tir, va do vay dugc chu y nhiéu trong
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tinh toan luong ti. Vao nam 1993, Barvinok da dat duoc tiép can
méi cho tdi wu hoa to hop , bang cach xét bai toan tong quan cua toi
wu héa t6 hop nhu sau. Lay mot s nguyén n va tap S chira cac phan
trcia N" c R" vavecto V=[a,,....,a,] € R", tamuén tim
t, =min {v.y lye S} , trong d6 phép toan (.) 1 tich thong thuong
trén IR" Vi du nhu, khi xét nhitng bai toan nhu bdi todn nguedi bian
hang rong ndi tiéng, n thé hién sb canh trong dd thi dacho,Sla tap
hop cac duong di co thé c6 (& diy C = [Cl,...., Cn]T €S nghia la
ton tai mot duong di trong do, cho mdi 1<i<n, canh tht i xuét
hién ¢; 1an), va V= [al, ey an]T e R" trong d6 a; 1a gia phai tra
dé di hét canh i. Barinok chii thich rang néu ta xét viéc tinh toan nay
trong dai s t6i wuhéa R, ,khido6 tathdy t, = p(a,,....,a,),
trong d6 P(X,,...., X)) = Z{Xf ®...0 X |ce S} . Noi cach

khac, bai toan tdi vu hoa da duoc rit gon v& tinh toan mot da thire
nhiéu bién trén mot nira trudng.

2.3.2. Mt s6 nira vanh zerosumfree thudng gip
Vidy 2.3.1. Néu 1<neN khido {k e N|k=n}U{0}1a mot
idéan ciia N va ho tat ca cac idéan nhu thé bi dong dudi phép toan
hop va giao. Tét ca cac phan tir cia idéan( N ) khong nhat thiét 1a
chinh( principal) nhung véi mdi | € idean(N) thi ton tai mot tap con

hitu han A cua N sao cho 1+A 1a mot idéan chinh caa N .
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Vi du 2.3.2. Dinh nghia phép toan® va ® trénN nhu sau:
a®b=max {a, b} néu a<6 hoic b <6 vaa+b trong cac truong
hop con lai,
a®b=min{a,b} néu a<6 hodc b<6 va ab trong cic truong
hop con lai.
Luc d6 (N, ®,®) 1a mdt nira vanh giao hoan c6 nhirng idéan
subtractive.
| ={k e N|0<k <6 hodc k=2t+8,t N},
J={keN|0<k <6 hoac k=3t+9,t e N}.
Vi du 2.3.3. N - nira médun chinh 1a mét vi nhém cong giao hoan.
Ta c6 thé xét vi dusau: M =Z\P trong d6 P 1a tap cic sd nguyén
dwong 1a mot N - nira modun.
Néu (M,+) 1a mot nira nhém giao hoén lity dang, khi d6 M 1a mot N
- nira modun trai voi phép nhan vo hudng dinh nghia bdi:
NxM ——M
O,m) OM =0.m
(i,m) > m=im(Vi(#0)eN)
Vidu2.3.4.Xét T :M ——>N 1a mot A-ddng chu trai. Néu f 1a
mdt toan anh khi d6 n6 1a mot A- toan cdu. Nhung diéu nguoc lai

khong dung.
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Vidy2.3.5. Lay S = [RJF x {0}} U[{o} x R+}Vé dinh nghia trén S

phép toan nhu sau:
(a,0)®(a',0)=(a+a",0);
0,6)®(0,b)=(0,b+b");
(2.0)®(0,b)=(0,a+b) =(0,b)®(a,0)

Va phép toan nhan

Khido (S,®D,®) 1a mot nira vanh c¢6 quan hé Dorroh R=SxN,
q

hon nira, | = {O} xRT 1a mot idéan trdictaSva J =1 x {0} 1a mot
idéan trai khac khong cua R.
Vi du 2.3.6. Trong pham trii cia R- modun, ta biét ring néu

f : A— B 1a mot R-ddng cau khi d6 f 1a don anh khi Kerf={0}.
Nhung trong pham tri ciia A- nira médun két qua trén khong con
dung. Vi du sau s& chimg t6 diéu nay:
La"iy IB 1a nira vanh ¢6 don vi Boolean, dinh nghia mot N - nira

moddun IB nhu sau:

NxIB——IB
(0,x)—~>0.x=0



22
(n,X) > nx=1(n=0)

Pinh nghia mét toan anh

f:N——IB
0—0
(0#)ni>1

Khi d6 f 1a mot N - dong cau co Kerf={0} nhung n6 khong don cau.
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KET LUAN

Trong ludn vin nay, dua vao cac tai liéu tham khao, t6i da tim hiéu,
tong hop va tir d6 trinh bay lai cac van dé nhu sau:

Trong chuong I, t6i da trinh bay lai mot s6 kién thic co so
trong 1y thuyét nira vanh va nira médun dé chuan bi cho ndi dung
nghién ctru ctia chuong sau.

O chuong II, dva trén cac tai liéu tham khao, chu yéu la [3],
[4], [12], t6i da tap trung lam 1 cic ndi dung chinh cua ludn van, cu
thé nhu sau:

1. Gidi thiéu khai niém nira vanh zerosumfree va mot sé vi du minh
hoa. Néu va ching minh chi tiét mot s tinh chit caa nd (MD 2.1.1,
2.1.2, NX 2.1.3) dic biét la MP 2.1.3 néu lén moit nra vanh
zerosumfree nguyén, théa man luat gian udc thi chi c6 mot nia
modun ndi xa la {0}.

2. bé cap dén tinh chét #r cia mot nira vanh zerosumfree (Mb
2.2.1, Mb 2.2.2, NX 2.2.3) va ciing trinh bay thém dinh nghia mot
V- nira vanh phai, néu 1én méi quan hé giita nira vanh zerosumfree va
ntra vanh zeroic, xét cac 1op nira vanh ma nira médun trén n6 c6 bao
ndi xa. Tir d6 dua ra khang dinh néu mdi nira vanh zerosumfree S
thoa man tinh chit: “ Moi mé réng cot yéu ciia moi S- nira médun
phai don M déu trimg véi M thi S 1a mot V- nira vanh phai va vanh
sai phan twong Ung cua né 13 vanh khong. Mat khac, néu nira vanh

nao d6 thoa man mot tinh chat nhung khong phai 1a vanh thi co thé
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chuyén thanh mét nira vanh zerosumfree khac 0 vin mang tinh chit
do (Mb 2.2.10, Mb 2.2.11).

3. Trinh bay mét sé tmg dung thyc té ctia nira vanh, ngoai ra néu
thém mot s vi du vé nira vanh lién quan dén nira vanh zerosumfree

thudong gap nhu tap sb tu nhién, tap cac s6 thuc khong am.





