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1
MO PAU

1. Ly do chon dé tai

O hau hét cac trong dai hoc, gido trinh “Ham I&n phrc” (cé thé
hiéu la “Giai tich phrc”) duoc sip sau gido trinh “Gi tich thyc” va
thuong ©n tai twong d6i doc 1ap. Mé dau cho qugn sach “Gai tich
thue va phirc” [1] cia minh (xédt ban nim 1966), W. Rudin rdn xét:
theo truyn thong, Gii tich thec danh nhu thoi lugng cho tich phan
Lebesgue va cacda hoi tu khac nhau ainyéu 1a trén cac harkhéng
lién tuc, trong khi Gai tich phrc cH nghién &u cac hanrat tron (dac
biét 1a cac ham dnh hinh). Trong lén van nay, ching t6i & gang
lam rbi bat méi quan 1§ twong 1 giita hai thh wre d6 trong Gii tich,
dua trén cac yusng @ ban cia Gii tich ham. @ thé hon, qua ldn
vin nay, ta & thay: binh ly biéu dién Riesz vadinh ly Hahn-Banach
cho phép “@ b&o” céng tkc tich phan Poisson. Chingngkét nhau
trong phép cing minh @a dinh ly Runge, maut d6 mot phién lan
“dongdiéu” caadinh ly Cauchy co6 thduoc din ra.
2.Muc dich va nhiém vu nghién aru

To6i mong midn tim kiém dugc nhiéu tai liéu tir cAc ngdn khéc
nhau, nghiénieu ki cang cac tai éu d6, & gang linh i day du cac
kién thac vé dinh ly biéu dién Riesz va cado do Borel drong, dinh ly
Hahn-Banach va &t s5 ki thuat trén cac khong gian Banadh co thé
trinh bay &i cac kén thirc d6 trong luin van nay theo it thé khép kin.
3. Poi twong va pham vi nghién aru
3.1Ddi twong nghién ¢u: Giai tich thrc va phirc
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3.2 Plam vi nghién éu: Sr gin két gitta Géi tich thrc va Gai
tich phrc qua cac yuong trong Gai tich ham
4. Phrong phap nghién a@u

Co ban gar dung phrong phap nghiénu tai liéu (sach, bao va
cac tai [Bu trén internet co lién quattn dé tai aia luan van) dé thu
thap théng tin nBm tim hiéu dinh Iy biéu dién Riesz va cado do
Borel drong, dinh ly Hahn-Banach va #h sd ky thuat trén cac khéng
gian Banach, nghiénta va van dung chdng trong ¥c 1am roi bat
mdi quan & tuong M gita hai tnh wc Giai tich thec va Gai tich
phirc, phuc vu cho yéu éu cia dé tai.
5. Gia thuyét khoa hoc

Xay drng ot tap tai liéu co tinh | théng, khép kin & mot sH
van dé cia cac ham dhh hinh; quato, 1am i bat mdi quan & gan b6
gitra hai Inh wrc Giai tich thrc va Gai tich phrc cia Gai tich toan loc
6. Cau trdc luan vin

Dy kién ciu tric @a luan van gom: Dy kién ciu trdc da luan
vian gom 3 chrong: Chrong 1 trinh bay it s van dé caa Gii tich
ham. Clrong 2 trinh bay ham éhh hinh, hamiiéu hoa. Clrong 3
trinh bay tinh &p xi boi cac ham tru ti.
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Chwong 1
MOT SO VAN PE CUA Gl Al TICH HAM

1.1. Khdéng gian veat
1.1.1.Pinh ngha
1.1.2.Tich phadoc xem nir mgt ham tuyn tinh
1.1.3.Dinh ngha khéng gian Top6
1.1.4. Caaifinh ngha
1.1.5.Dinh ly

Gia s K 1a compact v& dong, trong mit khéng gian tdpdX. Néu
FOK, thiF la compact.
1.1.6.Dinh ly
1.1.7.Dinh ly

Néu {K,} 1a mdt ho cac fip con compacti@ mjt khong gianHausdorffva réu
QKC, =0, thi Bn tai mot ho con Hiu hen cia {K,} ciing c6 giao éng.
1.1.8.Dinh ly

Gia st U mo trong ndt khdng gian Hausdorff compadia phrong X, K U va

K 1a compact. Khi6 ton tai mot tip ms V cé baadéng compact m& OV OV O U.
1.1.9.Dinh ngha
1.1.10.Dinh ngha

Gia aia nHt ham plirc f trén ndt khdng gian top&X la baoddng dia tip

{x: f(x) = O} .

Ho tit ca cac ham piac lién wic trénX co gia compactésduoc ky hiéu boi C.(X).
1.1.11.Dinh ly
1.1.13. B de cia Urysohn
1.1.14.Dinh ly

1.2.Dinh ly biéu dién Riesz

Cho X 1a mt khéng gian Hausdorff compadia phrong, va choA 1a mjt phiém
ham tuyn tinh drong trénC,( X). Khi d6 ton tai mot o—dai sO M trongX chira tit
ca cac fp Borel trongX, va on tai duy nhit mot do do dwong & trén M biéu dién
A theo nghia :
(a) Nf = j fdu

X
véi mdi f OC,(X). Do do i con co cac tinh dlr
(b) H(K) <o véi mdi tap compactk O X
(c)  V6iméi EOM , tacod
p(E)=inf{u(V): EDV,Vmo}.
(d) Hé thic
H(E) =sup[,u(K) KOE,K compa(}I

ding Wi mi tap mo E, va wi moi EOM ma p(E) <eo.
(e) Neu EeM, A E\ay( E)=0,thi AeM .
1.3. Khong gian Banach
1.3.1.Dinh ngha
1.3.2.Dinh ngha
1.3.3.Dinh ly
1.4. Cac 1#¢ qud criia dinh ly Baire
1.4.1.Dinh ly

Néu X 1a mot khdng gian metriday du, thi giao @a mdi ho dém dugc cac ép con
ma& va tru nat caa X cling tru néit trong X.

Dic biét (ngaai trir truong hop tim theong X =0), giao néi trén 1a khéndng.
1.4.2. Nlan xét
1..4.3.Dinh ly Banach — Steinhauss
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Gia sir X [a mpt khéng gian Banachy [a mot khéng gian tugn tinhdinh chun,
va{A,} la mt ho cac phép Ién do6i tuyén tinh b chan tr X vao, trongdo a bién
thién trén mt tap ch s A . Khi d6 haic 1a 6n tai M <o sao cho
(1) A ESY
vl moi a0 A, haic la
(2) sugA\ x| = oo

alA
vai moi X thudc vao ndt tap G, tru mat naodo trongX.

Trong thudt ngit hinh ke, haic 1a cé nét hinh du B trongY (véi ban kinhM va
tam 0) sao cho & A, anh x hinh du don vi cia X vaoB, haic 1a 6n tai xO X sao
cho khéng mt hinh du nao trongy co tré chira A, x voi moi a (trong twong hop
sau, cO & thay mot tap G, tri mat cac pln tr x nhr thé). Dinh ly Banach —
Steinhaus codugc goi 1a nguyén ly b chin déu.
1.4.4.Dinh ly anh ¥ mg

ChoU vaV la cac hinh &u don vi mé caa cac khdng gian Banachvay. Vi
mdi phép bén doi tuyén tinh b chin At X [&n trén Y c6 tong tng mt >0 sao
cho
(1) AU)DO oV
cha y ga thiét ‘Ien’ caa A. G day, oV ky hieu tp {5y: yDV}, ngha 1a fp moi
ydY vai |y|<a.

Tur (1) va tinh tugn tinh @ia A suy ra #ng anh aia mdi hinh éu mo trong X, Voi
tam x,, thi chra mjt hinh éu mo trong Y véi tdm Ax,. Do d6 anh aia mbi tap m
thi mg. Piéu nay gai thich tén éadinh 1y.

Mot cach phat Bu khac ga (1) 1a: Wi mdi y ma|y|<d c6 trong tng mt x véi

|| <1 sao choAx=y.

1.5.Pinh ly Hahn — Banach
1.5.1.Dinh ly
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Néu M la mdt khéng gian coni@ bt khoéng gian tugn tinhdinh chian X va réu
f & mot phiém ham tugn tinh b chan trénM, thif c6 tte mo rong dugce thanh it
phiém ham tugn tinh ki chin F trénX sao chqF||=| f|.

Chu y: M khéng nlt thiét phai déng.

Trudc khi chtng minh, ta én cé vai chu thich:

Tha nhit, ta n6i ndt hamF 1a mt mé rong aia ham f néu mién xacdinh aia F
chra mién (xacdinh) aia f va F(x)= f(X) véi moi x ndm trong mén (xacdinh) aia
f.

Thu hai, cac chan |F||va | f| duoc tinh trong doi trong cac mén xacdinh aia F

vaf: cuthé I3,

=su M X = su ‘F(X)‘ - F X
| f] J\HXH : 0£x0OM ¢, |F| E L @ x0 X

Chu thich tit ba lién quandi truong cac 8 vd heéng. Cho &i bay giv moi khang

dinh déu dugc trinh bay cho cacdsvdé hréng phrc, nhrng tnrong phic ding co tte
duoc thay tl¢ boi truong thre ma khéng &n thayddi gi trong cac rénh dé (haic
trong chirng minh).Pinh Iy Hahn — Banachiting trong & hai trrong hop mic do &
ban chit n6 c6 ¥ 1a mot dinh Iy ‘thuc’. Truong hop phrc chraduge ching minh khi
Banach Wt cuon sach kinhdién ‘cac toanw tuyén tinh’ chic 1a do trong cac cong
trinh aia minh éng chxét tiwong hop $ vo hedng thre. R rang i khdng gian
vecb phic ding la ndt khong gian veet thuc. Mot ham plirc ¢ trén ndt khdng gian
veck phic V 1a mot phiém ham tugn tinh phirc néu

(1) o(x+y)=¢(Y+e(y) & glay=ag(y

véi moi xvayldV va mpi a phic. Mot ham gié tr thuc ¢ trén ndt khdng gian
vecb V phic (haic thyc) 1a mdt phiém ham tugn tinh thre réu (1) ding W6i moi sd
thuc a .

Néu u la phin thyc caa not phiém ham tugn tinh - phirc f, nghia 13, rtu u(X) 1a

phan thuc aia $ phac f(x) voi moi xOV, dé thiy rang u la mjt phiém ham tugn
tinh thrc. Cac quan&dudi day giraf vau la dang:



1.5.2. Mnhdé

1.5.3. Clieng minhdinh ly 1.5.1

Trudc tién ta gi st X 1a mdt khdng gian tugn tinhdinh chudn thyc, va dodé
f 1& mot phiém ham tugn tinh - thrc bi chin trénM. Néu | =0, thi m5 rong d@n
tim thiF = 0. Bé qua trong hop nay, khong rit tinh bng quét, gi sir | f|=1.

Chon x,0X, xOM, va gi M, la khdong gian veotsinh ki M va x,. Khi d6
M, gom tit ci ci vect c6 ding x+Ax,, véi xOOMva A la mot 6 v haéng thac.
Néu ching tadinh nghia f;(x+Ax)= f(X+Aa, véi a 1a mjt < thuc khdngdoi
bt ky, d& dang kém tra &ing f, 1a mjt phiém ham tugn tinh n® rong diaf 1&n M, .
Van dé 1a cton a sao cho pim ham né rong Vin c6 chdn bing 1.Diéu nay co6
duoc réu nhr
(1) |f(X)+Aa|<|x+Ax|  (xUM, A thec).

Thayx bsi —Ax va chia hai ¢ cua (1) i |4|. Diéu cin dat dugc tré thanh
2) f(X)-al<|x=%| (XOM),
nghala, A <a<B, chomi xOM, trongdd
@ A=f(-x-x] va  B=f(x+]x x|

a nhu thé thi ©n tai néu va ch néu tat ca cacdoan [ A, B, ] c6 mdt diem chung,

ngha 1a, rdu va ch néu

(4) A= B,
véoi moi xva yld M. Nhung
(5) )= ()= Fx=y)<]oe g<[ > o+ v &,

va vi vy (4) dugc suy rai (3).
Chuang tadd chirng minhdugc sr ton tai mét mo rong f, bdo toan chén aia f

lén M,.
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Goi O la ho cé&c @p c6 thr ty (M, f'), trongddé M’ la mot khdng gian coni@ X
cheda M va f' 1a mdt phiém ham tugn tinh-thre mo rong aia f 1én M’, voi

chi khi M'OM" va f"(x)= f'(x) véi moi xOM'. Cac tiéndé sip thir tw by nhan

f’| =1. Hay sip thir tw bo phan hp O bang cach xemang (M’, f')<(M", f") khi va

duoc thas man ngt cach hén nhién vad thi khdng éng vi n6 clira (M, ), va vi
vay dinh ly ©i dai Hausdorff kling dinh sr ton tai caa mdt ho con i dai Q dugc
sap the ty toan plan caad .

Goi ® la hp tat ca cac M’ sao cho(M’, f')0Q. Khi d6 @ duoc sip toan phn

theo quan & boi tap bao ham, daé hop M cua tt ca cac plan tir caa ¢ 1a mot
khéng gian coni@ X. Néu xOM, thi xOM' véi M'Od naodo; va tadinh ngha
F(x)=f'(x), trongdd f' la ham c6 rt trong Gp (M, f')0Q. Thir tw by phan
trong Q cho thiy viéc clon M'0Q naodeé dinh nghia F(x) 1a khéng quan éing ch
can M’ chaax.

D& dang kém tra &ng F 1a mjt phiém ham tugn tinh trénM , véi |F|=1. Néu
M 1a mot khéng gian con tkc sr caa X, thi pHin dau caa ching minh § cho ta not
md rong ton nira aia F, va diéu nay 1a mau thin véi tinh 6i dai cia Q. Do d6
M =X, va phép cting minhdugc hoan 4t cho trong hop cia cac 6 vo hrxéng
thuc.

Bay giv, néu f 1a mot phiém ham tugn tinh - phirc trén khéng gian coM cia
khéng gian tugn tinhdinh chudin phrc X, lay u 1a ptan thec cia f, sr dung dinh ly
Hahn-Banach tirc dé thac trén u thanh nét phiém ham tugn tinh - thrc U trén X,
voi |U] =[u], vadinh ngha
(6) F(x)=U(x)-iU(ix) (xOX).

Theo nénhdé 1.5.2,F la mt md rong tuyén tinh phirc caaf, va
CEUEYET]

Piéu nay Kt thic phép cang minh.



1.5.4.Dinh ly

Cho M la mt khéng gian con tn tinh @a mdt khdng gian tugn tinh dinh
chuin X, va chox,[0 X. Khi d6 x, nam trong baadéng M caa M néu va ch néu
khéng bn tai phiém ham tugn tinh b chin f nao trénX sao chof (x)=0 véi moi
XOM véi moi xOM nhung f (x,)#0.
1.5.5.Dinh ly

Néu X 1a mpt khong gian tugn tinhdinh chuin va réu x,0 X, % #0, thi c6 ndt
phiém ham tugn tinh b chan f trénX, c6 chin bang 1, sao chdf (x,) =] %,|-

Chwong 2
HAM CH INH HINH — HAM DIEU HOA

2.1.Dgo ham phic
2.1.1.Dinh ngha
2.1.2.Pinh ngha
2.1.3.Chuy
2.1.4. Cacvid
2.1.6.Pinh ly

Néu f biéu dién dugc dudi dang chwi luy thira trongQ, thi f OH (Q) va f'ciing
biéu dién duoc dudi dang chdi luy thira trongQ . That vay, réu
@ f()=)c(= 4
voi zO D(& r), thi wi nhiing z nay ta@ing c6
(2) f’(z)=i nG(z a"

2.1.7.Pinh ly
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Gia sr xla mot do do phrc trén ndt khéng gianio do X, ¢ la mot
hamdo do phrc trén X, o 1a mot tap md trong miit phang ma khéng

giao ¢(x), va

(1) t(2)=], -2 (ng).

Khi d6 f biéu dién duoc boi chwdi luy thira tronga.
2.2. Tich phan trén cadwong
2.2.1.Dinh ngha

Néu X 1& mpt khdng gian tdp6, Bt duong cong trongX [a mdt anh x y lién tuc
tir mot doan compact a, |0 R' vaoX; ¢ ddy a<f. Ching ta gi [a,f] la doan
tham $ cua y va ky héu mién gia ti cua y boi ). Dodd y la mit anh x, va )’ 1a
tap tt ci cacdiem y(t), véi a<t<p.
2.2.2. Cac trong hop dac biéet
2.2.3.binh ly

Cho y 1a mt duong di d6ng , choQ 1a phin bu ¢a )/ (quan 1§ véi mat phing),
vadinh ngha

(1) Indy(z)zzim.[y% (z0Q).

Khi d6 Ind, 1a mot ham gia tr - nguyén trénQ ma Hing $ trong ndi thanh plan
cia Q va la 0 trong thanh gh khéng b chin caa Q.
2.2.4.Pinh ly
2.3.Dinh ly Cauhy
2.3.1.Dinh ly
Gia sr FOH (Q) va F' thilién tc trong Q. Khi d6
ij’(z) dz=0

véi mdi dudng di dong y trong Q.



11
2.3.2.binh ly Cauchy cho #t tam giac

Gia sir A la mdt tam gidcdéng trong mt tap phing my Q, pdQ, f thi lién tc
trénQ, va f OH (Q~{p}). Khi d6
(1) [, f(2)dz=o0.

Chodinh nghia aia dA chdng ta tham ko 2.2.2(c). Chung t&xem sauié ma
gia thiét cua ching ta kéo thed OH (Q), ngha 1a,diém ngai 1¢ p thi khong tit s
ngaai I&. Tuy nhién, cong tic trén @iadinh ly € hiru ich trong cling minh dia céng
thirc Cauchy.
2.3.3.Pinh Iy Cauchy trong gt tdp loi

Gia sir Q la mot tap mo 16i, pOQ, f thi lién wc rénQ va f OH(Q~{p}). Khi
do
(1) | T(z)dz=0
voi moi duong di dong y trong Q.

2.3.4. Cong thc Cauchy trong @t tdp loi
Gia st y la mbt dudng di déng trong nit tap ms 16i Q va fOH(Q). Néu

zOQwva zOy, khido

(1) f(2)0nd, (3= | fl¢) o,

2nly&-z
Truong hyp quan tam ndt di nhién, Ind,(2) =1.
2.3.5.Dinh ly
Cho ndi tap my Q trong ptaing, mdi f OH (Q) thi bieu dién bsi chudi luy thira
trong Q.

2.3.6.Dinh ly Morera

Gia sir f la mot ham plirc lién uc trong ndt tap mé sao cho:

.[OA f(z)dz=0
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voi moi tam gidcdong AC Q. Khidé f OH(Q).
2.4. Biu dién chudi luy thira
2.4.1.Dinh ly
2.4.2.binh ngha

Néu adQ va f OH (Q~{a}), thi f co not diém ky di c6 p & diéma. Néu f co
thé duoc dinh nghiad a ma cac handuoc mo rong la clinh hinh trongQ, diém ky di
duoc néidén thi b dugc.
2.4.3.Pinh ly

Giasr fOH (Q—{a}) va f thi b chin trong D'(a;r), véi r >0 naodd. Khi do
f co bt diém ky di bo duoc ¢ a.
Lai goi D'(a; r)={z:0<\z— 4< |}
2.4.4.Dinh ly

Néu adQva fO H(Q ~{ a}) thi mpt trong ba teong hop dudi day phii xay ra :
(@) f c6 mdt diém ky di bo dugc o a.

(b) CO cacéphac c,,...,G,, trongdd mla mt 6 nguyén aong vac,, #0, sao cho

f(2)-Y—

=i(z-a)

c6 mot diém ky di bo duoc & a.
(c) Neur>0va D(a;r)0Q, thi f(D’(a; r)) tri mat trong mit phang.
Trong trong hop (b), f c6 ndt cuc diém cia bic mé a. Ham
i -k
> &(z-d,
k=1
mot da thirc trong(z— a)_l, duoc goi phan chinh éaf ¢ a. RG rang, trong trong hop

nay|f (z)| -  khiz - a
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Trong trrong hop (c), f c6 bt diém ky di ¢t yéu ¢ a. Mot ménh dé tuong duong

Véi (c) 1a wi mdi so phic w c6 wrong tng mit day {z,} sao choz, - a va

f(z,) » wkhin- .

2.4.5.Pinh ly
Néu
(1) f(z):iq](z— a)n (ﬂ [éalﬁ
va réu 0<r <R, thi
S 2 2n _ 17 i 2
2) nzzo\cn\ r2 —%j_n‘f(aﬂeg)‘ dé.

2.4.6.Dinh ly Liouville
2.4.7.Dinh ly me@iun asc dai

Gia sr Q 1a mt mién, f OH (Q) va adQ. Khi @6 haic f 1a ham fing trong Q
haic mbi 1an cin cia Mt bao ham it diém b sao chqf (a)‘ <‘ f (b)‘
Céch néi khac, h f 1a hing hdic |f| khdng c6 ac bo cuc dai ¢ bat ky diem nao
cua Q.
2.4.8.Dinh lyuoc luong Cauchy

Néu f OH (D(a R)) va|f (z)|< M véi moi zO D(a& R, thi

(1) ()<

2.4.9.Pinh ngha
2.4.10.Dinh ly
2.5.Dinh ly anh x@ m¢
2.5.1.Dinh ngha

(n=1,2,3,.)

Gia sr adQ, fOH(Q~{g}), va f co mbt cyc diém & a, véi phan chinh

(1) Q= ¢(= 4™,

k=1
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vi duoc dinh nghia trongdinh ly 2.4.4. Chang tac sb C, phan con hicua foa:
() c,=Reg| f;q
2.5.2.Dinh ly
2.5.3.Dinh ly
Gia st f OH(Q) vaf co ndt khongdiém cia bic m ¢ mot diem adQ. Khi d6

f'/f c6 mdt cuc diém don gian ¢ a, va

(1) Res(% ;a] =m

Néu f c6 not cuc diém cila bicma a, va f OH (Q—{a}), thi
(2) Res[% ;a] =-m.

2.5.4.Pinh ly

2.5.5.Pinh ly anh x nv
Gia sir Q la mjt mien, f OH (Q), f khdng 1a ling 9, z,0Q vaa, = f(z). bat
mla bic aza khongdiem ma hamf —ay c66 z,.
Khi @6 t©n tai cac 8p my V va W sao chozOVOQ, W= f(V) va ndi
wOW —{ap} c6 chinh xaen cacdiém riéng bét zOV ma f (2) = w.
Suy ra, i 0 f (Q) la mjt diém trong @a f (Q), dodé f(Q) thi mo.
2.5.6. Nlin xét
2.5.7.Dinh ly
2.5.8.Dinh ly
2.5.9.Pinh ly Rouché
2.5.10. Mt zng dung
2.6. Phrong trinh Cauchy-Riemann
2.6.1. Toanit avaa
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2.6.2.pinh Iy
2.7. Tich phan Poisson va caclépi ain triru twreng
2.7.1. Nhan Poisson

Nhan Poissoduogc dinh nghia la ham

1) P(t)= i (et (0<r <1, t: thuc).

n=—oco
Ta c6 tit xem B, () nhu 1a mjt ham @a hai bén r vat hoic nhr mot ho cac ham ga
t, dwoc danh ch sb bai r.

Néu z=rd? (0<r <1, 8: thuc), thi ngroi ta tinhduoc:

N de+z|_ 1- P
(2) R (@ t)_Re{e‘t — z}_l—Zr cogf-t)+r?’

Tu (1) taco

(3) —["R(fdt=1 (0sr<i.

Tur (2) suy raR, (1) >0, R (t)= R (-1), va

(4) R(Y)<R(9) (0<o<[t<n).
va

(5) IrirHPr(J)=O (0<o<m).
2.7.2. Ky héu

2.7.3. Tich phan Poisson

Néu f OLMT) va
(1) F(re?)=—=]" R(6-1) (1) dt

2mrd-n "

hamF duoc dinh ngha trongU goi 1a tich phan Poissonia f; ching ta & viét tit
quan & (1) dén
(2) F=P|f].
Tich phan Poissoifr =P| du| cia mbt do do Borel phic i trénT dugc dinh ngha

tuong tr boi
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) F(re) =%Tj_”ﬂe (6-1) du(1).

Néu ching ta & hop vsi moi fOLY(T) tich phan vo #n aa nod
U(E)= IE f (t) dt, ta thy hamF cua dang (1) ding not 16p con @a chingiuoc dinh
nghia koi (3).

Néu u la thrc, cong thirc 2.7.1(2) cling 1 ring P[ du] 1a phan thuc cia

1 7 +z
(4) ZTJ—ne“ -7

Nhung (4)dinh nghia mjt ham chinh hinh trongJ theodinh Iy 2.1.7. Dad6, P| du]

du(t) (z= re?; 47 U).

la hamdiéu hoa. Tr t6 hop tuyén tinh (Wi hé sb hing) aia cac handiéu hoa thidiéu
hoa, chiing ta @mg © diéu du6i day :
2.7.4.Dinh Iy
2.7.5. Lemma
Gia st ¢ 1a mpt d6 do Borel thee trén T, & dinh o, dat
(D) J(6:9)={é 6- =< o+ },
ma J(e;s) la cungduong tron nd cia do dai 2s i tdm o ¢, va ga
thiét c6 BN tai Mot ,0<5<7, va mt sb thuc A ma
(2) u(3(6:9)<2sp €U 0<s<a.
Néu F =p[du], nhitng diéu kign nay kéo theo
(3) F(re?) < Ar_—R(S)|u] (0= r<1),
Ma |4 =|4|(T) 1a tong bén phan aa .

2.7.6.Dinh ly
2.7.7.Dinh ly

Giasr fOC(T), F=PF[ f],\a
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. f(e? r=1,
(1) u(re‘9)= ( )
F(re“g) O<r<1.
Khi @6 u 1a mot ham lién tic tréndon vi dong U .
2.7.8.Dinh ly
2.7.9.Dinh ly Harnack

Cho{u,} 1a mot day cac haniéu hoa trong rbt mién Q.
(@) Néu u,, — u déu trén cacdp con compacti@a Q, thiu diéu hoa trongQ.
(b) Néu u,<u,< w<..., thi haic {u,} hoi tu déu trén cacdp con compactia Q,
haic u,(2) - e véi mdi zOQ.
2.8. Cac hamiiéu hoa deong
2.8.1 Nlin xét
2.8.2.Pinh Iy

2.8.4.Dinh ly
2.8.5.9inh ly

Chwong 3
Xap xi béi cac ham Hru ti
3.1. Chuan bj
3.1.1. Mit ciu Riemann
3.1.2. Cac hamiu t
3.1.3Pinh ly
M&i tap ms Q trong niit phang phirc 1a hyp caa mbt day{K,}, n=1,23,... cia

cac fip compact ma
(a) K,, nam trong plan trong @a K_,, véi moi n=1,2,3,..

(b) Mdi tap con compacti@ Q thi rim trong K,, naodo.
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(c) Mdi thanh pln ocia S?- K, chra mbt thanh pAn aia S*-Q Vvéi moi

n=123,..
3.1.4.Pinh ly
Gia sravab 1a cac 8 phic, b#0 va y laduong di bao dm céacdoan c6 hréng
(1) la+i"b,a+i™b| (n=0,123
Khi d6
2) Ind, (2)=1

véi mdi z nam trong phAn trong @a hinh vuéng & cac dinh la
ati'h (n=0,1,2,3.

3.1.5.Dinh ly
Néu K 1a tip con compacti@ nmbt hinh pling ms Q, thi Hn tai cacdoan thing

dinh hréng y,....), trong Q—K sao cho cong tit Cauchy

n f é’
@ ERiRail

dtng cho i f OH (Q) va mdi zOK.
3.2.Pinh ly Runge
3.2.1.binh ly
Gia sr K l1a mpt tap compact trong # phang va{aj} la mot tap duoc tao thanh

bang cach 4y mot diém trong mdi thanh p#n ocla S°- K. Néu Q 1a mo,

QOK, f OH(Q),va >0, thi ©n tai mot ham Hiu ty R ma 6t ci cac e diem cua
né thi im trong ap {aj} naoi trén sao cho
(1) f(2)-R(2<e  wimdi zOK.
Chwng minh
Xét khong gian Banaclt(K) ma cac pin tir cia né 1a cac ham pie lién ic

trénK, voi chuan supremum. @ M |a khéng gian conta C(K) bao @m céc thu
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hep trénK cua cac hami ti cé #t ca cac ae diém trong{ } binh ly khing dinh
rang f nam trong baaiéng a@ia M. Piéu nay thi tong duong VWi khang dinh ring
mdi phiém ham tugn tinh b chan trén C(K) ma trét tiéu trénM thi ding triét tiéu
tai f, va dodé dinh ly biéu dién Riesz cling © ring ching ta an phii chang minh
khing dinh dr6i day:

Néu u la mpt 46 do Borel phirc trénK sao cho
(2) jK Rdu=0

véi moi ham Hru ti R véi cac arc diém chi nam trong ﬁp{ } vareu f OH(Q), thi

(3) jK f du=0.
Vi thé chiing ta hay githiét ring i thoa mén (2) binh ngha
du(é
(4) h(2)=], g_(z) (22 8- K.

Theodinh Iy 2.1.7 (¢i X =K, $(&)=¢), hO H(SZ— K).
Goi V, la thanh phn cia S?- K c6 chra a;, va gi st D(aj;r)DVj. Néu
a; # o vareuzla o dinh trong D(aj; r) , thi
N (z-a
femg el
déu theo DK . Mdi ham trong ¢ phii cua (5) thi thd (2). Dodd h(z)=0 véi moi
z[)D(ay; r). Didu nay kéo theoh(z)=0 véi moi zOV; dinh Iy duy niét 2.4.1.

Néu a; =, (5)duoc thay tfe boi

6 L imSy e (0K
(6) E—_N{nm;)z 4 (f ,M>T),

va ta éing c6 h(z)=0 trong D(e;r), va dod6 c trongV;. Vay tir (2) tada ching
minh duoc

7) h(2)=0 (zz g- K)
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Bay giv chon cacdoan thang dinh hréng VireenVn trong Q =K', nhar trongdinh ly
3.1.5 va dy tich phan thequ biéu dién tich phan Cauchy nayiaf véi u. Mot ting
dung aiadinh ly Fubini, Kt hop véi (7), cho ta

[ fdu=] du(é lzszyw(g w}

Pang thic cwi cung dra trén g kién mdi y; 1a mbt doan trongS? - K, ma trénd6 h
triét tiéu.
Do d6 (3)ding va phép amg minhduoc hoan it.
3.2.2.Dinh ly
3.2.3. Nlan xét
3.2.4.Pinh ly

3.3.Pinh ly Cauchy
3.3.1.Pinh ly
Gia st Q la mjt hinh ptang mg, va f OH (Q).

(@) Néu y la mpt duong di déng trongQ sao cho

(1) Ind,(a)=0 Wi moi a0S?>-Q,
thi

2) j f(z)dz=0
(b) Néu y,va y, la cacduongdi dong trongQ sao cho

(3) Ind,, (@)=Ind, () Wi moi a0S?*-Q,
thi

(4) jyof(z) dz=| f(9 dz
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(c) Néu S?-Q la lién théng, thi (Liang Wi mdi duong di déng y trong Q; dodd
(2) ding dang.
Chwng minh

Theodinh ly 2.5.2, (a) va (b}ting, cho mi ham hru ti khéng c6 gc diém nam
trong Q; nhu ching tada thy ¢ trén, teong hop tng quatduoc suy ra i dinh ly
3.2.4.D0i véi (c), Ind,(a)=0 véi mdi a trong cac thanh gin khong b chin cia
phan bu @a ¥, va rfu S?-Q la lién thdng, thiS?—Q nam trong thanh pin noi
trén.Piéu nay hoanat phép cltng minh.

Phan (b) cH ra cho chiing ta catiéu kién dé co tre thay tt tich phan trén 6t
duong di nay i tich phan trén it duong di khac ma khdng lam thaibi gia tri cua
tich phan. Nu Q 15i, thi S>—Q 1a lién théng. Dai6 (a) la nét s suy Kng aiadinh
ly 2.3.3.
3.3.2.Dinh ngha

Mot ham f duoc goi 1& mot ham phan hinh trongig ms Q néu co ndt tap
AUQ sao cho

(a)A khdng cadiém gisi han trong Q.

(b) fOH(Q-A).

(c) f co arc diém tai mdi diém cia A.
3.3.3.Pinh ly
3.3.4. Phépiongdiéu va phépiong luan
3.3.5.Pinh ly

Gia st y,vay, la cacduong di dong trong Q. Néu cacduong nay laQ-dong
luan, thi chiing iing Q-dong diéu. Néu y,1a dong luan i 0 trong Q, thi y, ciing
Q-dong diéu vai 0.

Chirng minh
RG rang la chcan ching minh khing dinh dau tién. Vi tié, gia st y,vay, 1a Q-

dong luan, wi doan tham § [0,1]; goi h1a mjt &nh x tir 12 dén Q vai céc tinh cht
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duoc ligt ké trong 3.3.4(1), vagy {ys} twongiing la kp mot tham $ cacduong cong
dong trongQ, véi 0<s<1.

Hién nay, cé mt chat tuc tric may sinh tr chd ching ta chméi dinh nghia ch sH
cho caaduong di d6ng, chir chua R dinh ngha cho caaluong congdong. Ta co th
vuot qua toc tric nay theo hai cach. tl1a € chang minh &ng réu y,va y, kha vi
va réu c6 ndt anh x lién tuc h Wi cac tinh cht can co thi éing cé ndt anh > kha vi
h véi cling cac tinh cit d6 va vi Wy ;. sinh ra qa thuc |a cacduong di. Mot cach
khéac ladinh ngha cH sb cho #it ca cacduong congdong theo cach nhsau: Chol
la mot dudng congdong i doan tham 6 [0, 277] va gia sk a0 . CO the xay ra
déu I trén[0,2r7] boi cacda thic luong giacr,. Khi nvamladi I6n, ta co th ap
dung dinh ly 2.5.8 chol',~a va T ,~a dé cé Ind- (a)=Ind. (a).Gia ti chung
nay € duoc dinh ngha cholnd; (a). D& dang thy rang két qua thuduoc khong ph
thudc vao s cach con ho {I'}, va d thiy dinh Iy 2.5.8 @ngdting cho caduong
congdéng chr khéng plii chi dung cho caduongdi déong.

Trong myi trudong hop tinh lién tic déu cia anh x h tir 12 vao Q kéo theo ang
Ind, (@) la mjt ham lién tic cias trén[0,1] véi méi adS*—Q. Moi ham gia tf
nguyén liénc thi phii la hing $ trén[0,1]. Dod6 y, va y; 1a Q-dongdicu.

3.3.6. Vid
3.4. Cac men don lién
3.4.1.Pinh ngha

Mot mién phing Q dugc goi 1a don lién réu mbi duong congddéng trongQ 1a
ddng luan i 0 trong Q.
3.4.2.binh ly

Véi mot mién phang Q, mdi mét trong tamdiéu kién dudi day kéo theoat ca cac
diéu kién con hi:

(a) Q ladong phéi i dia trondon vi mo U.
(b) Q ladon lién.
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(c) S*-Q lalién thong.
(d) Ind, (a) =0 v6i méi duongdi déng y trong Q va wi mdi a0S*-Q.
(e) Voi moi f OH (Q) va wi moi duongdi déng y trong Q,

jyf (2) dz=0.
(f) V6imdi f OH(Q) c6 trongung mbt FOH (Q) sao choF'=f .
(9) Néu f OH(Q) vaf khong c6 khongiém trong Q, thi tn i g0 H(Q) sao cho
f =exp(g).
(h) Néu fOH(Q) vaf khdng c6 khongiiém trong Q, thi ©n tai p0H sao cho
f=g2.
Khing dinh & (g) néi &ng f cé ndt ‘loga chinh hinh’g trong Q; con (h) néi ing

f co bt ‘can bac hai gii tich’ ¢ trong Q; va (e) noi fing dinh ly Cauchyding cho
moi dudngdi déng trong mit mién don lién.

3.4.3.Dinh Iy
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KET LUAN

Qua ndt thoi gian tim héu, nghién ¢u vé Giai tich ham ¢gn két
hai inh wrc “Thuc va phirc” trong gii tich, luan van da hoan thanh va
dat dugc nhitng ket qua sau:

1. Trinh bay rat cach & théng cac khéai Bim, dinh ngha \é cac
khdng gian veat, khéng gian topd, khdng gian Banach.

2. Trinh bay céadinh ly: dinh Iy béu dién Riesz,dinh ly Baire,
dinh ly Hahn-Banachiinh ly Cauchygdinh ly Runge.

3. Trinh bay € méi quan I twong h gitta hai tnh wrc thyc va
phirc trong Gii tich ay thé: Binh Iy biéu dién Riesz vatinh Iy Hahn-
Banach cho phép tdb&o” cong tikc Poisson. Chingig két nhau
trong phép cling minh @a dinh ly Runge, maut d6 mot phién kan

“dongdiéu” cuadinh ly Cauchyduoc din ra.
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