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MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn ñề tài 

 Ở hầu hết các trường ñại học, giáo trình “Hàm biến phức” (có thể 

hiểu là “Giải tích phức”) ñược sắp sau giáo trình “Giải tích thực” và 

thường tồn tại tương ñối ñộc lập. Mở ñầu cho quyển sách “Giải tích 

thực và phức” [1] của mình (xuất bản năm 1966), W. Rudin nhận xét: 

theo truyền thống, Giải tích thực dành nhiều thời lượng cho tích phân 

Lebesgue và các kiểu hội tụ khác nhau chủ yếu là trên các hàm không 

liên tục, trong khi Giải tích phức chỉ nghiên cứu các hàm rất trơn (ñặc 

biệt là các hàm chỉnh hình). Trong luận văn này, chúng tôi cố gắng 

làm nổi bật mối quan hệ tương hỗ giữa hai lĩnh vực ñó trong Giải tích, 

dựa trên các ý tưởng cơ bản của Giải tích hàm. Cụ thể hơn, qua luận 

văn này, ta sẽ thấy: Định lý biểu diễn Riesz và ñịnh lý Hahn-Banach 

cho phép “dự báo” công thức tích phân Poisson. Chúng gắn kết nhau 

trong phép chứng minh của ñịnh lý Runge, mà từ ñó một phiên bản 

“ñồng ñiều” của ñịnh lý Cauchy có thể ñược dẫn ra.  

2. Mục ñích và nhiệm vụ nghiên cứu 

 Tôi mong muốn tìm kiếm ñược nhiều tài liệu từ các nguồn khác 

nhau, nghiên cứu kỹ càng các tài liệu ñó, cố gắng lĩnh hội ñầy ñủ các 

kiến thức về ñịnh lý biểu diễn Riesz và các ñộ ño Borel dương, ñịnh lý 

Hahn-Banach và một số kỹ thuật trên các không gian Banach ñể có thể 

trình bày lại các kiến thức ñó trong luận văn này theo một thể khép kín.  

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

3.1 Đối tượng nghiên cứu: Giải tích thực và phức 
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 3.2 Phạm vi nghiên cứu: Sự gắn kết giữa Giải tích thực và Giải 

tích phức qua các ý tưởng trong Giải tích hàm 

4. Phương pháp nghiên cứu 

Cơ bản sử dụng phương pháp nghiên cứu tài liệu (sách, báo và 

các tài liệu  trên internet có liên quan ñến ñề tài của luận văn) ñể thu 

thập thông tin nhằm tìm hiểu ñịnh lý biểu diễn Riesz và các ñộ ño 

Borel dương, ñịnh lý Hahn-Banach và một số kỹ thuật trên các không 

gian Banach, nghiên cứu và vận dụng chúng trong việc làm nổi bật 

mối quan hệ tương hỗ giữa hai lĩnh vực Giải tích thực và Giải tích 

phức, phục vụ cho yêu cầu của ñề tài. 

5. Giả thuyết khoa học 

 Xây dựng một tập tài liệu có tính hệ thống, khép kín về một số 

vấn ñề của các hàm chỉnh hình; qua ñó, làm nổi bật mối quan hệ gắn bó 

giữa hai lĩnh vực Giải tích thực và Giải tích phức của Giải tích toán học 

6. Cấu trúc luận văn 

     Dự kiến cấu trúc của luận văn gồm: Dự kiến cấu trúc của luận 

văn gồm 3 chương: Chương 1 trình bày một số vấn ñề của Giải tích 

hàm. Chương 2 trình bày hàm chỉnh hình, hàm ñiều hoà. Chương 3 

trình bày tính xấp xỉ bởi các hàm hữu tỉ. 
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Chương 1 

MỘT SỐ VẤN ĐỀ CỦA GIẢI TÍCH HÀM 

1.1. Không gian vectơ 

1.1.1. Định nghĩa 

1.1.2.Tích phân ñược xem như một hàm tuyến tính  

1.1.3. Định nghĩa không gian Tôpô 

1.1.4. Các ñịnh nghĩa  

1.1.5. Định lý  

 Giả sử K là compact và F ñóng, trong một không gian tôpô X. Nếu     

F K⊂ , thì F là compact. 

1.1.6. Định lý  

1.1.7. Định lý 

 Nếu { }Kα  là một họ các tập con compact của một không gian Hausdorff và nếu 

Kαα
= ∅I , thì tồn tại một họ con hữu hạn của { }Kα  cũng có giao rỗng. 

1.1.8. Định lý 

 Giả sử  U mở trong một không gian Hausdorff compact ñịa phương X, K U⊂ và 

K là compact. Khi ñó tồn tại một tập mở V có bao ñóng compact  mà .K V V U⊂ ⊂ ⊂  

1.1.9. Định nghĩa 

1.1.10. Định nghĩa 

 Giá của một hàm phức  f  trên một không gian tôpô X là bao ñóng của tập  

      ( ){ }: 0x f x ≠ . 

Họ tất cả các hàm phức liên tục trên X có giá compact sẽ ñược ký hiệu bởi ( )cC X . 

1.1.11. Định lý 

1.1.13. Bổ ñề của Urysohn 

1.1.14. Định lý 
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1.2. Định lý biểu diễn Riesz 

Cho X là một không gian Hausdorff compact ñịa phương, và cho Λ  là một phiếm 

hàm tuyến tính dương trên ( )cC X . Khi ñó tồn tại một σ − ñại số M  trong X chứa tất 

cả các tập Borel trong X, và tồn tại duy nhất một ñộ ño dương µ  trên M  biểu diễn 

Λ theo nghĩa :  

(a)  
X

f fdµΛ = ∫    

với mỗi ( )cf C X∈ . Độ ño µ  còn có các tính chất: 

(b)   ( )Kµ < ∞  với mỗi tập compact K X⊂  

(c)   Với mỗi E∈M , ta có 

  ( ) ( ){inf :E V E Vµ µ= ⊂ , V mở }. 

(d) Hệ thức 

  ( ) ( ){ }sup : , compactE K K E Kµ µ= ⊂  

ñúng với mỗi tập mở E, và với mỗi E∈M  mà ( )Eµ < ∞ . 

(e) Nếu ( ), à 0,E A E v Eε µ⊂ =M  thì Aε M . 

1.3. Không gian Banach 

1.3.1. Định nghĩa 

1.3.2. Định nghĩa 

1.3.3. Định lý 

1.4. Các hệ quả của ñịnh lý Baire 

1.4.1. Định lý 

Nếu X là một không gian metric ñầy ñủ, thì giao của mỗi họ ñếm ñược các tập con 

mở và trù mật của X cũng trù mật trong X. 

Đặc biệt (ngoại trừ trường hợp tầm thường X = ∅ ), giao nói trên là không rỗng. 

1.4.2. Nhận xét 

1..4.3. Định lý Banach – Steinhauss 
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Giả sử X là một không gian Banach, Y là một không gian tuyến tính ñịnh chuẩn, 

và { }αΛ  là một họ các phép biến ñổi tuyến tính bị chặn từ X vào Y, trong ñó α biến 

thiên trên một tập chỉ số A . Khi ñó hoặc là tồn tại M < ∞  sao cho 

(1)    MαΛ ≤  

với mọi Aα ∈ , hoặc là 

(2)    sup
A

xα
α∈

Λ = ∞  

với mọi x thuộc vào một tập Gδ  trù mật nào ñó trong X. 

Trong thuật ngữ hình học, hoặc là có một hình cầu B trong Y (với bán kính M và 

tâm 0) sao cho mỗi αΛ  ánh xạ hình cầu ñơn vị của X vào B, hoặc là tồn tại x X∈  sao 

cho không một hình cầu nào trong Y có thể chứa xαΛ  với mọi α  (trong trường hợp 

sau, có cả thảy một tập Gδ  trù mật các phần tử x như thế). Định lý Banach – 

Steinhaus còn ñược gọi là nguyên lý bị chặn ñều. 

1.4.4. Định lý ánh xạ mở 

Cho U và V là các hình cầu ñơn vị mở của các không gian Banach X và Y. Với 

mỗi phép biến ñổi tuyến tính bị chặn Λ từ X lên trên Y có tương ứng một 0δ >  sao 

cho 

(1)     ( )U VδΛ ⊃  

chú ý giả thiết ‘lên’ của Λ . Ở ñây, Vδ  ký hiệu tập { }:y y Vδ ∈ , nghĩa là tập mọi 

y Y∈  với y δ< . 

Từ (1) và tính tuyến tính của Λ  suy ra rằng ảnh của mỗi hình cầu mở trong X, với 

tâm 0x , thì chứa một hình cầu mở trong Y với tâm 0xΛ . Do ñó ảnh của mỗi tập mở 

thì mở. Điều này giải thích tên của ñịnh lý. 

Một cách phát biểu khác của (1) là: Với mỗi y mà y δ<  có tương ứng một x với 

1x <  sao cho .x yΛ =  

1.5. Định lý Hahn – Banach 

1.5.1. Định lý  
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Nếu M là một không gian con của một không gian tuyến tính ñịnh chuẩn X và nếu 

f là một phiếm hàm tuyến tính bị chặn trên M, thì f  có thể mở rộng ñược thành một 

phiếm hàm tuyến tính bị chặn F trên X sao cho .F f=  

Chú ý: M không nhất thiết phải ñóng. 

Trước khi chứng minh, ta cần có vài chú thích: 

Thứ nhất, ta nói một hàm F là một mở rộng của hàm  f  nếu miền xác ñịnh của F  

chứa miền (xác ñịnh) của  f  và ( ) ( )F x f x=  với mọi x nằm trong miền (xác ñịnh) của  

f . 

Thứ hai, các chuẩn à F v f  ñược tính tương ñối trong các miền xác ñịnh của F 

và f ; cụ thể là, 

 
( ) ( )

sup : 0 , sup : 0 .
f x F x

f x M F x X
x x

   
   
   
      

= ≠ ∈ = ≠ ∈   

Chú thích thứ ba liên quan tới trường các số vô hướng. Cho tới bây giờ mọi khẳng 

ñịnh ñều ñược trình bày cho các số vô hướng phức, nhưng trường phức cũng có thể 

ñược thay thế bởi trường thực mà không cần thay ñổi gì trong các mệnh ñề (hoặc 

trong chứng minh). Định lý Hahn – Banach ñúng trong cả hai trường hợp mặc dù về 

bản chất nó có vẻ là một ñịnh lý ‘thực’. Trường hợp phức chưa ñược chứng minh khi 

Banach viết cuốn sách kinh ñiển ‘các toán tự tuyến tính’ chắc là do trong các công 

trình của mình ông chỉ xét trường hợp số vô hướng thực. Rõ ràng mỗi không gian 

vectơ phức cũng là một không gian vectơ thực. Một hàm phức ϕ  trên một không gian 

vectơ phức V là một phiếm hàm tuyến tính phức nếu 

(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )à x y x y v x xϕ ϕ ϕ ϕ α αϕ+ = + =   

với mọi à y Vx v ∈  và mọi α  phức. Một hàm giá trị thực ϕ  trên một không gian 

vectơ V phức (hoặc thực) là một phiếm hàm tuyến tính thực nếu (1) ñúng với mọi số 

thực α . 

Nếu u là phần thực của một phiếm hàm tuyến tính - phức  f, nghĩa là, nếu ( )u x  là 

phần thực của số phức f(x) với mọi x V∈ , dễ thấy rằng u là một phiếm hàm tuyến 

tính thực. Các quan hệ dưới ñây giữa f và u là ñúng: 
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1.5.2. Mệnh ñề 

1.5.3. Chứng minh ñịnh lý 1.5.1 

 Trước tiên ta giả sử X là một không gian tuyến tính ñịnh chuẩn thực, và do ñó  

f  là một phiếm hàm tuyến tính - thực bị chặn trên M. Nếu 0f = , thì mở rộng cần 

tìm thì F = 0. Bỏ qua trường hợp này, không mất tính tổng quát, giả sử  1f = . 

Chọn 0 0,x X x M∈ ∉ , và gọi 1M  là không gian vectơ sinh bởi M và 0x . Khi ñó 

1M  gồm tất cả cả vectơ có dạng 0x xλ+ , với x M∈ và λ  là một số vô hướng thực. 

Nếu chúng ta ñịnh nghĩa ( ) ( )1 0f x x f xλ λα+ = + , với α  là một  số thực không ñổi 

bất kỳ, dễ dàng kiểm tra rằng 1f  là một phiếm hàm tuyến tính mở rộng của f  lên 1M . 

Vấn ñề là chọn α  sao cho phiếm hàm mở rộng vẫn có chuẩn bằng 1. Điều này có 

ñược nếu như 

(1)  ( ) 0f x x xλα λ+ ≤ +  ( x ∈ M, λ  thực). 

Thay x bởi xλ−  và chia hai vế của (1) bởi λ . Điều cần ñạt ñược trở thành 

(2)  ( ) ( )0f x x x x Mα− ≤ − ∈ , 

nghĩa là,  x xA Bα≤ ≤  cho mọi x M∈ , trong ñó 

(3) ( ) 0xA f x x x= − −        và        ( ) 0 .xB f x x x= + −  

α  như thế thì tồn tại nếu và chỉ nếu tất cả các ñoạn ,x xA B    có một ñiểm chung, 

nghĩa là,  nếu và chỉ nếu  

(4)    x yA B≤  

với mọi à x v y M∈ . Nhưng 

(5)   ( ) ( ) ( ) 0 0 ,f x f y f x y x y x x y x− = − ≤ − ≤ − + −  

và vì vậy (4) ñược suy ra từ (3). 

Chúng ta ñã chứng minh ñược sự tồn tại một mở rộng 1f  bảo toàn chuẩn của  f  

lên 1M . 
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Gọi ℘ là họ các cặp có thứ tự ( ),M f′ ′ , trong ñó M ′ là một không gian con của X 

chứa M và f ′  là một phiếm hàm tuyến tính-thực mở rộng của  f   lên ,M ′  với 

1f =′ . Hãy sắp thứ tự bộ phận họ ℘ bằng cách xem rằng  ( ) ( ), ,M f M f≤′ ′ ′′ ′′  khi và 

chỉ khi M M⊂′ ′′  và ( ) ( )f x f x=′′ ′  với mọi x M∈ ′ . Các tiên ñề sắp thứ tự bộ nhận 

ñược thoả mãn một cách hiển nhiên và  ℘ thì không rỗng vì nó chứa ( ),M f , và vì 

vậy ñịnh lý tối ñại Hausdorff khẳng ñịnh sự tồn tại của một họ con tối ñại Ω  ñược 

sắp thứ tự toàn phần của ℘. 

Gọi Φ  là họ tất cả các M ′  sao cho ( ),M f ∈Ω′ ′ . Khi ñó Φ ñược sắp toàn phần 

theo quan hệ bởi tập bao hàm, do ñó hợp M% của tất cả các phần tử của Φ  là một 

không gian con của X. Nếu x M∈ % , thì x M∈ ′  với M ∈Φ′  nào ñó; và ta ñịnh nghĩa 

( ) ( )F x f x= ′ , trong ñó f ′  là hàm có mặt trong cặp ( ),M f ∈Ω′ ′ . Thứ tự bộ phận 

trong Ω  cho thấy việc chọn M ∈Ω′  nào ñể ñịnh nghĩa ( )F x  là không quan trọng chỉ 

cần M ′  chứa x. 

Dễ dàng kiểm tra rằng F là một phiếm hàm tuyến tính trên M% , với 1F = . Nếu 

M% là một không gian con thực sự của X, thì phần ñầu của chứng minh sẽ cho ta một 

mở rộng hơn nữa của F, và ñiều này là mâu thuẫn với tính tối ñại của Ω . Do ñó 

M X=% , và phép chứng minh ñược hoàn tất cho trường hợp của các số vô hướng 

thực. 

Bây giờ, nếu  f  là một phiếm hàm tuyến tính - phức trên không gian con M của 

không gian tuyến tính ñịnh chuẩn phức X, lấy u là phần thực của f, sử dụng ñịnh lý 

Hahn-Banach thực ñể thác triển u thành một phiếm hàm tuyến tính - thực U trên X, 

với U u= , và ñịnh nghĩa 

(6)   ( ) ( ) ( ) ( ).F x U x iU ix x X= − ∈  

Theo mệnh ñề 1.5.2, F là một mở rộng tuyến tính phức của f, và 

    .F U u f= = =  

Điều này kết thúc phép chứng minh. 
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1.5.4. Định lý  

Cho M là một không gian con tuyến tính của một không gian tuyến tính ñịnh 

chuẩn X, và cho 0x X∈ . Khi ñó 0x  nằm trong bao ñóng M% của M nếu và chỉ nếu 

không tồn tại phiếm hàm tuyến tính bị chặn  f  nào trên X sao cho ( ) 0f x =  với mọi 

x M∈  với mọi x M∈  nhưng ( )0 0f x ≠ . 

1.5.5. Định lý 

Nếu X là một không gian tuyến tính ñịnh chuẩn và nếu 0 0, 0,x X x∈ ≠  thì có một 

phiếm hàm tuyến tính bị chặn f trên X, có chuẩn bằng 1, sao cho ( )0 0 .f x x=  

Chương 2 

   HÀM CH ỈNH HÌNH – HÀM ĐIỀU HOÀ 

2.1. Đạo hàm phức 

2.1.1. Định nghĩa     

2.1.2. Định nghĩa    

2.1.3. Chú ý   

2.1.4. Các ví dụ 

2.1.6. Định lý 

Nếu f  biểu diễn ñược dưới dạng chuỗi luỹ thừa trong Ω , thì ( )f H∈ Ω  và f ′cũng 

biểu diễn ñược dưới dạng chuỗi luỹ thừa trong Ω . Thật vậy, nếu 

(1)   ( ) ( )
0

n
n

n
f z c z a

∞

=
= −∑  

với ( );z D a r∈ , thì với những z này ta cũng có 

(2)   ( ) ( ) 1

1
.

n
n

n
f z nc z a

∞ −

=
= −′ ∑  

2.1.7. Định lý 
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Giả sử µ là một ñộ ño phức trên một không gian ñộ ño X, ϕ  là một 

hàm ñộ ño phức trên X, Ω  là một tập mở trong mặt phẳng mà không 

giao ( )Xϕ , và 

(1)   ( ) ( )
( ) ( ).

X

d
f z z

z

µ ξ
ϕ ξ

= ∈Ω
−∫  

Khi ñó f  biểu diễn ñược bởi chuỗi luỹ thừa trong Ω . 

2.2. Tích phân trên các ñường 

2.2.1. Định nghĩa 

Nếu X là một không gian tôpô, một ñường cong trong X là một ánh xạ γ  liên tục  

từ một ñoạn compact 1, Rα β   ⊂  vào X; ở ñây α β< . Chúng ta gọi ,α β    là ñoạn 

tham số của γ  và ký hiệu miền giá trị của γ  bởi *γ . Do ñó γ  là một ánh xạ, và *γ  là 

tập tất cả các ñiểm ( )tγ , với tα β≤ ≤ . 

2.2.2. Các trường hợp ñặc biệt 

2.2.3. Định lý 

Cho γ  là một ñường ñi ñóng , cho Ω  là phần bù của *γ (quan hệ với mặt phẳng), 

và ñịnh nghĩa 

(1)  ( ) ( )1Ind
2

dz z
i zγ γ

ξ
π ξ= ∈Ω

−∫ . 

Khi ñó Indγ  là một hàm giá trị - nguyên trên Ω  mà hằng số trong mỗi thành phần 

của Ω  và là 0 trong thành phần không bị chặn của Ω . 

2.2.4. Định lý 

2.3. Định lý Cauhy 

2.3.1. Định lý 

Giả sử ( )F H∈ Ω  và F ′  thì liên tục trong Ω . Khi ñó 

    ( ) 0F z dz
γ

=′∫  

với mỗi ñường ñi ñóng γ  trong Ω . 
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2.3.2. Định lý Cauchy cho một tam giác   

Giả sử ∆  là một tam giác ñóng trong một tập phẳng mở Ω , p∈Ω , f  thì liên tục 

trên Ω , và { }( )f H p∈ Ω − . Khi ñó  

(1)   ( ) 0.f z dz
∂∆

=∫  

Cho ñịnh nghĩa của ∂∆  chúng ta tham khảo 2.2.2(c). Chúng ta sẽ xem sau ñó mà 

giả thiết của chúng ta kéo theo ( )f H∈ Ω , nghĩa là, ñiểm ngoại lệ p thì không thật sự 

ngoại lệ. Tuy nhiên, công thức trên của ñịnh lý sẽ hữu ích trong chứng minh của công 

thức Cauchy. 

2.3.3. Định lý Cauchy trong một tập lồi 

Giả sử Ω  là một tập mở lồi, p∈Ω , f thì liên tục trên Ω  và { }( )f H p∈ Ω − . Khi 

ñó 

(1)   ( ) 0f z dz
γ

=∫  

với mỗi ñường ñi ñóng γ  trong Ω . 

2.3.4. Công thức Cauchy trong một tập lồi 

Giả sử γ  là một ñường ñi ñóng trong một tập mở lồi Ω  và ( )f H∈ Ω . Nếu 

* ,à zz v γ∈Ω ∉  khi ñó 

(1)  ( ) ( ) ( )1 .
2

f
f z Ind z d

i zγ γ

ξ
ξπ ξ⋅ =

−∫  

Trường hợp quan tâm nhất dĩ nhiên, ( ) 1.Ind zγ =  

2.3.5. Định lý 

Cho mỗi tập mở Ω  trong phẳng, mỗi ( )f H∈ Ω  thì biểu diễn bởi chuỗi luỹ thừa 

trong Ω . 

2.3.6. Định lý Morera 

 Giả sử  f  là một hàm phức liên tục trong một tập mở sao cho:  

    ( ) 0f z dz
∂∆

=∫  

12 
 

với mỗi tam giác ñóng ∆ ⊂ Ω . Khi ñó ( )f H∈ Ω . 

2.4. Biểu diễn chuỗi luỹ thừa  

2.4.1. Định lý  

2.4.2. Định nghĩa 

Nếu a∈Ω  và { }( )f H a∈ Ω − , thì  f  có một ñiểm kỳ dị cô lập ở ñiểm a. Nếu  f  có 

thể ñược ñịnh nghĩa ở a mà các hàm ñược mở rộng là chỉnh hình trong Ω , ñiểm kỳ dị 

ñược nói ñến thì bỏ ñược. 

2.4.3. Định lý 

Giả sử { }( )f H a∈ Ω−  và  f  thì bị chặn trong ( );D a r′ , với 0r >  nào ñó. Khi ñó 

f có một ñiểm kỳ dị bỏ ñược ở a. 

Lại gọi   ( ) { }; :0D a r z z a r= < − <′ . 

2.4.4. Định lý 

Nếu { }( ) , a và f H a∈Ω ∈ Ω − thì một trong ba trường hợp dưới ñây phải xảy ra : 

(a)  f  có một ñiểm kỳ dị bỏ ñược ở a. 

(b)  Có các số phức 1,..., ,mc c  trong ñó m là một số nguyên dương và 0mc ≠ , sao cho 

    ( )
( )1

m
k

k
k

c
f z

z a=
−

−
∑  

có một ñiểm kỳ dị bỏ ñược ở a. 

(c)  Nếu ( )0  ;r và D a r> ⊂ Ω , thì ( )( );f D a r′  trù mật trong mặt phẳng. 

Trong trường hợp (b),  f  có một cực ñiểm của bậc m ở a. Hàm  

    ( )
1

,
m k

k
k

c z a
−

=
−∑  

một ña thức trong ( ) 1
z a

−− , ñược gọi phần chính của f ở a. Rõ ràng, trong trường hợp 

này ( )f z → ∞  khi z a→ . 
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Trong trường hợp (c),  f có một ñiểm kỳ dị cốt yếu ở a. Một mệnh ñề tương ñương 

với (c) là với mỗi số phức ω  có tương ứng một dãy { }nz  sao cho nz a→  và 

( )nf z ω→  khi n→ ∞ . 

2.4.5. Định lý 

Nếu 

(1)  ( ) ( ) ( )( )
0

;
n

n
n

f z c z a z D a R
∞

=
= − ∈∑   

và nếu 0 r R< < , thì 

(2)  ( ) 22 2

0

1 .
2

n i
n

n
c r f a re d

π θ
π

θπ
∞

−=
= +∑ ∫  

2.4.6. Định lý Liouville 

2.4.7. Định lý moñun cực ñại 

Giả sử Ω  là một miền, ( )f H∈ Ω  và a∈Ω . Khi ñó hoặc f là hàm hằng trong Ω  

hoặc mỗi lân cận của một bao hàm một ñiểm b sao cho ( ) ( )f a f b< . 

Cách nói khác, hoặc f  là hằng hoặc f  không có cục bộ cực ñại ở bất kỳ ñiểm nào 

của Ω . 

2.4.8. Định lý ước lượng Cauchy 

Nếu ( )( );f H D a R∈  và ( )f z M≤  với mọi ( );z D a R∈ , thì 

(1)  ( ) ( ) ( )! 1, 2, 3,... .n
n

n Mf a n
R

≤ =  

2.4.9. Định nghĩa 

2.4.10. Định lý 

2.5. Định lý ánh xạ mở 

2.5.1. Định nghĩa 

Giả sử { }( ), ,a f H a∈Ω ∈ Ω −  và  f  có một cực ñiểm ở a, với phần chính 

(1)    ( ) ( )
1

m k
k

k

Q z c z a
−

=
= −∑ , 
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vì ñược ñịnh nghĩa trong ñịnh lý 2.4.4. Chúng ta gọi số 1c  phần còn lại của  f ở a : 

(2)    ( )1 Re ; .c s f a=  

2.5.2. Định lý 

2.5.3. Định lý 

Giả sử ( )f H∈ Ω  và f có một không ñiểm của bậc m ở một ñiểm a∈Ω . Khi ñó 

f f′ có một cực ñiểm ñơn giản ở a, và 

(1)    Re ; .fs a m
f

 
  
 

′ =  

Nếu  f  có một cực ñiểm của bậc m ở a, và { }( )f H a∈ Ω − , thì 

(2)    Re ;fs a m
f

 
  
 

′ = − . 

2.5.4. Định lý 

2.5.5. Định lý ánh xạ mở 

Giả sử Ω  là một miền, ( )f H∈ Ω , f không là hằng số, 0z ∈Ω ( )0 0à v f zω = . Đặt 

m là bậc của không ñiểm mà hàm 0f ω−  có ở 0z . 

Khi ñó tồn tại các tập mở V và W sao cho ( )0 ,z V W f V∈ ⊂ Ω =  và mỗi 

{ }0Wω ω∈ −  có chính xác m các ñiểm riêng biệt z V∈  mà ( )f z ω= . 

Suy ra, mỗi ( )0 fω ∈ Ω  là một ñiểm trong của ( )f Ω , do ñó ( )f Ω  thì mở. 

2.5.6. Nhận xét  

2.5.7. Định lý 

2.5.8. Định lý 

2.5.9. Định lý Rouché  

2.5.10. Một ứng dụng 

2.6. Phương trình Cauchy-Riemann 

2.6.1. Toán tử à v∂ ∂  
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2.6.2. Định lý 

2.7. Tích phân Poisson và cách tiếp cận trừu tượng 

2.7.1. Nhân Poisson 

Nhân Poisson ñược ñịnh nghĩa là hàm  

(1)  int( ) n
r

n
P t r e

∞

=−∞
= ∑ (0 1r≤ < , t: thực). 

Ta có thể xem ( )rP t  như là một hàm của hai biến r và t hoặc như một họ các hàm của 

t, ñược ñánh chỉ số bởi r. 

Nếu iz reθ= (0 1r≤ < , θ : thực), thì người ta tính ñược: 

(2)  ( ) ( )
2

2
1Re .

1 2 cos

it

r it
e z rP t
e z r t r

θ
θ

 
 
 

+ −− = =
− − − +

 

Từ (1) ta có  

(3)   ( ) ( )1 1 0 1 .
2 rP t dt r

π

ππ −
= ≤ <∫  

Từ (2) suy ra ( ) ( )( ) 0,r r rP t P t P t> = − , và 

(4)   ( ) ( ) ( )0 ,r rP t P tδ δ π< < < ≤  

và  

(5)   ( ) ( )
1

lim 0 0 .r
r

P δ δ π
→

= < ≤  

2.7.2. Ký hiệu 

2.7.3. Tích phân Poisson 

Nếu ( )1f L T∈  và 

(1)   ( ) ( ) ( )1 ,
2

i
rF re P t f t dt

πθ
π

θπ −
= −∫  

hàm F ñược ñịnh nghĩa trong U gọi là tích phân Poisson của f; chúng ta sẽ viết tắt 

quan hệ (1) ñến 

(2)    .F P f=    

Tích phân Poisson F P dµ  =  của một ñộ ño Borel phức µ  trên T ñược ñịnh nghĩa 

tương tự bởi 

16 
 

(3)   ( ) ( ) ( )1 .
2

i
rF re P t d t

πθ
π

θ µπ −
= −∫  

Nếu chúng ta kết hợp với mỗi ( )1f L T∈  tích phân vô hạn của nó 

( ) ( )
E

E f t dtµ = ∫ , ta thấy hàm F của dạng (1) dạng một lớp con của chúng ñược ñịnh 

nghĩa bởi (3). 

Nếu µ  là thực, công thức 2.7.1(2) chứng tỏ rằng P dµ    là phần thực của  

(4)   ( ) ( )1 ; .
2

it
i

it
e zd t z re z U
e z

π θ
π

µπ −

+ = ∈
−∫  

Nhưng (4) ñịnh nghĩa một hàm chỉnh hình trong U theo ñịnh lý 2.1.7. Do ñó, P dµ    

là hàm ñiều hoà. Từ tổ hợp tuyến tính (với hệ số hằng) của các hàm ñiều hoà thì ñiều 

hoà, chúng ta chứng tỏ ñiều dưới ñây : 

2.7.4. Định lý 

2.7.5. Lemma 

Giả sử µ  là một ñô ño Borel thực trên T, cố ñịnh θ , ñặt 

(1)   ( ) { }; : ,itJ s e s t sθ θ θ= − < < +  

mà ( );J sθ  là cung ñường tròn mở của ñộ dài 2s với tâm ở ieθ , và giả 

thiết có tồn tại một , 0δ δ π< < , và một số thực A mà 

(2)   ( )( ); 2J s sAµ θ <        nếu 0 s δ< < . 

Nếu [ ]F P dµ= , những ñiều kiện này kéo theo 

(3)  ( ) ( ) ( )1
0 1 ,

2
i

rF re A P rθ δ µ
π

< + ≤ <  

mà ( )Tµ µ=  là tổng biến phân của µ . 

2.7.6. Định lý 

2.7.7. Định lý 

Giả sử ( ), , àf C T F P f v  ∈ =  
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(1)  ( ) ( )
( )

1,

0 1.

i

i

i

f e r
u re

F re r

θ
θ

θ







=
=

≤ <
 

Khi ñó u là một hàm liên tục trên ñơn vị ñóng U . 

2.7.8. Định lý 

2.7.9. Định lý Harnack 

Cho { }nu  là một dãy các hàm ñiều hoà trong một miền Ω . 

(a) Nếu nu u→  ñều trên các tập con compact của Ω , thì u ñiều hoà trong Ω . 

(b) Nếu 1 2 3 ...u u u≤ ≤ ≤ , thì hoặc { }nu  hội tụ ñều trên các tập con compact của Ω , 

hoặc ( )nu z → ∞  với mỗi z∈Ω . 

2.8. Các hàm ñiều hoà dương 

2.8.1 Nhận xét 

2.8.2. Định lý 

2.8.4. Định lý 

2.8.5. Định lý 

 
 

Chương 3 

 Xấp xỉ bởi các hàm hữu tỉ 

3.1. Chuẩn bị 

3.1.1. Mặt cầu Riemann 

3.1.2. Các hàm hữu tỉ 

3.1.3 Định lý 

Mỗi tập mở Ω  trong mặt phẳng phức là hợp của một dãy { },nK  1, 2, 3,...,n =   của 

các tập compact mà  

(a) nK  nằm trong phần trong của 1nK +  với mọi 1, 2, 3,...n =  

(b) Mỗi tập con compact của Ω  thì nằm trong nK  nào ñó. 
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(c) Mỗi thành phần của 2
nS K−  chứa một thành phần của 2S −Ω  với mọi  

1, 2, 3,...n =  

3.1.4. Định lý 

Giả sử a và b là các số phức, 0b ≠  và γ  là ñường ñi bao gồm các ñoạn có hướng  

(1)    ( )1, 0,1, 2, 3 .n na i b a i b n+ 
 

+ + =  

Khi ñó 

(2)    ( )Ind 1zγ =  

với mỗi z nằm trong phần trong của hình vuông với các ñỉnh là  

( )0,1, 2, 3na i b n+ = . 

3.1.5. Định lý 

Nếu K là tập con compact của một hình phẳng mở Ω , thì tồn tại các ñoạn thẳng 

ñịnh hướng 1,..., nγ γ  trong KΩ −  sao cho công thức Cauchy 

(1)   ( ) ( )
1

1
2 i

n

j

f
f z d

i zγ

ξ
ξπ ξ=

=
−∑ ∫  

ñúng cho mỗi ( )f H∈ Ω  và mỗi z K∈ . 

3.2. Định lý Runge  

3.2.1. Định lý 

Giả sử K là một tập compact trong mặt phẳng và { }jα  là một tập ñược tạo thành 

bằng cách lấy một ñiểm trong mỗi thành phần của 2S K− . Nếu Ω  là mở, 

( ), ,  0K f H và εΩ ⊃ ∈ Ω > , thì tồn tại một hàm hữu tỷ R mà tất cả các cực ñiểm của 

nó thì nằm trong tập { }jα  nói trên sao cho 

(1)   ( ) ( )f z R z ε− <        với mỗi z K∈ . 

Chứng minh 

Xét không gian Banach ( )C K  mà các phần tử của nó là các hàm phức liên tục 

trên K, với chuẩn supremum. Gọi M là không gian con của ( )C K  bao gồm các thu 
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hẹp trên K của các hàm hữu tỉ có tất cả các cực ñiểm trong { }jα . Định lý khẳng ñịnh 

rằng  f  nằm trong bao ñóng của M. Điều này thì tương ñương với khẳng ñịnh rằng 

mỗi phiếm hàm tuyến tính bị chặn trên ( )C K  mà triệt tiêu trên M thì cũng triệt tiêu 

tại f, và do ñó ñịnh lý biểu diễn Riesz chứng tỏ rằng chúng ta cần phải chứng minh 

khẳng ñịnh dưới ñây: 

Nếu µ  là một ñộ ño Borel phức trên K sao cho  

(2)     0
K

Rdµ =∫  

với mọi hàm hữu tỉ R với các cực ñiểm chỉ nằm trong tập { }jα , và nếu ( )f H∈ Ω , thì 

(3)     0.
K

f dµ =∫  

Vì thế chúng ta hãy giả thiết rằng µ  thoả mãn (2). Định nghĩa 

(4)    ( ) ( ) ( )2 .
K

d
h z z S K

z

µ ξ
ξ= ∈ −

−∫  

Theo ñịnh lý 2.1.7 (với ( ),X K ϕ ξ ξ= = ), ( )2 .h H S K∈ −  

Gọi jV  là thành phần của 2S K−  có chứa jα , và giả sử ( );j jD a r V⊂ . Nếu 

jα ≠ ∞  và nếu z là cố ñịnh trong ( );jD rα , thì 

(5)    
( )

( ) 1
0

1 lim

n
N j

nN
n

j

z

z

α
ξ ξ α

+→∞ =

−
=

− −
∑  

ñều theo Kξ ∈ . Mỗi hàm trong vế phải của (5) thì thoả (2). Do ñó ( ) 0h z =  với mọi 

( );jz D rα∈ . Điều này kéo theo: ( ) 0h z =  với mọi jz V∈  ñịnh lý duy nhất 2.4.1. 

Nếu jα = ∞ , (5) ñược thay thế bởi  

(6)  ( )1

0

1 lim , ,
N

n n

N
n

z K z r
z

ξ ξξ
− −

→∞ =
= − ∈ >

− ∑  

và ta cũng có ( ) 0h z =  trong ( );D r∞ , và do ñó cả trong jV . Vậy từ (2) ta ñã chứng 

minh ñược 

(7)   ( ) ( )20 .h z z S K= ∈ −  
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Bây giờ chọn các ñoạn thẳng ñịnh hướng 1,..., nγ γ  trong KΩ − , như trong ñịnh lý 

3.1.5 và lấy tích phân theo µ  biểu diễn tích phân Cauchy này của f với µ . Một ứng 

dụng của ñịnh lý Fubini, kết hợp với (7), cho ta 

 ( ) ( )
1

1
2 i

n

K K j

f
f d d d

i γ

ωµ µ ξ ωπ ω ξ=

 
 
  

=
−∑∫ ∫ ∫  

     = ( ) ( )
1

1
2 i

n

Kj

d
f d

i γ

µ ξ
ω ωπ ω ξ=

 
 
  

−∑ ∫ ∫  

     = ( ) ( )
1

1 0.
2 i

n

j
f h d

i γ
ω ω ωπ=

− =∑ ∫  

Đẳng thức cuối cùng dựa trên sự kiện mỗi iγ  là một ñoạn trong 2S K− , mà trên ñó h 

triệt tiêu. 

Do ñó (3) ñúng và phép chứng minh ñược hoàn tất. 

3.2.2. Định lý 

3.2.3. Nhận xét 

3.2.4. Định lý 

3.3. Định lý Cauchy 

3.3.1. Định lý 

 Giả sử Ω  là một hình phẳng mở, và ( )f H∈ Ω . 

(a)  Nếu γ  là một ñường ñi ñóng trong Ω  sao cho 

(1)  ( )Ind 0γ α =         với mỗi 2Sα ∈ −Ω ,  

thì  

(2)  ( ) 0f z dz
γ

=∫ . 

(b)  Nếu 0γ và 1γ  là các ñường ñi ñóng trong Ω  sao cho 

(3)  ( ) ( )
0 1

Ind Indγ γα α=         với mỗi 2Sα ∈ −Ω ,  

thì  

(4)  ( ) ( )
0 1

.f z dz f z dz
γ γ

=∫ ∫  
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(c)  Nếu 2S −Ω  là liên thông, thì (1) ñúng với mỗi ñường ñi ñóng γ  trong Ω ; do ñó 

(2) cũng ñúng. 

Chứng minh 

Theo ñịnh lý 2.5.2, (a) và (b) ñúng, cho mọi hàm hữu tỉ không có cực ñiểm nằm 

trong Ω ; như chúng ta ñã thấy ở trên, trường hợp tổng quát ñược suy ra từ ñịnh lý 

3.2.4. Đối với (c), ( )Ind 0γ α =  với mỗi α  trong các thành phần không bị chặn của 

phần bù của *γ , và nếu 2S −Ω  là liên thông, thì 2S −Ω  nằm trong thành phần nói 

trên. Điều này hoàn tất phép chứng minh. 

Phần (b) chỉ ra cho chúng ta các ñiều kiện ñể có thể thay thế tích phân trên một 

ñường ñi này bởi tích phân trên một ñường ñi khác mà không làm thay ñổi giá trị của 

tích phân. Nếu Ω  lồi, thì 2S −Ω  là liên thông. Do ñó (a) là một sự suy rộng của ñịnh 

lý 2.3.3. 

3.3.2. Định nghĩa 

Một hàm  f  ñược gọi là một hàm phân hình trong tập mở Ω  nếu có một tập 

A⊂ Ω  sao cho 

(a) A không có ñiểm giới hạn trong Ω . 

(b) ( ).f H A∈ Ω −  

(c)  f  có cực ñiểm tại mỗi ñiểm của A. 

3.3.3. Định lý 

3.3.4. Phép ñồng ñiều và phép ñồng luân 

3.3.5. Định lý 

Giả sử 0 1à vγ γ  là các ñường ñi ñóng trong Ω . Nếu các ñường này là Ω -ñồng 

luân, thì chúng cũng Ω -ñồng ñiều. Nếu 0γ là ñồng luân với 0 trong Ω , thì 0γ  cũng 

Ω -ñồng ñiều với 0. 

Chứng minh 

Rõ ràng là chỉ cần chứng minh khẳng ñịnh ñầu tiên. Vì thế, giả sử 0 1à vγ γ  là Ω -

ñồng luân, với ñoạn tham số 0,1   ; gọi h là một ánh xạ từ 2I  ñến Ω  với các tính chất 
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ñược liệt kê trong 3.3.4(1), và gọi { }sγ  tương ứng là họ một tham số các ñường cong 

ñóng trong Ω , với 0 1s≤ ≤ . 

Hiện nay, có một chút trục trặc nảy sinh từ chỗ chúng ta chỉ mới ñịnh nghĩa chỉ số 

cho các ñường ñi ñóng, chứ chưa hề ñịnh nghĩa cho các ñường cong ñóng. Ta có thể 

vượt qua trục trặc này theo hai cách. Một là sẽ chứng minh rằng nếu 0 1àvγ γ  khả vi 

và nếu có một ánh xạ liên tục h với các tính chất cần có thì cũng có một ánh xạ khả vi 

h với cùng các tính chất ñó và vì vậy sγ  sinh ra quả thực là các ñường ñi. Một cách 

khác là ñịnh nghĩa chỉ số cho tất cả các ñường cong ñóng theo cách như sau: Cho Γ  

là một ñường cong ñóng với ñoạn tham số 0, 2π    và giả sử *α ∉Γ . Có thể xảy ra 

ñều Γ  trên 0,2π    bởi các ña thức lượng giác nΓ . Khi n và m là ñủ lớn, ta có thể áp 

dụng ñịnh lý 2.5.8 cho n αΓ −  và m αΓ −  ñể có ( ) ( ).
n m

Ind Indα αΓ Γ= Giá trị chung 

này sẽ ñược ñịnh nghĩa cho ( )Ind αΓ . Dễ dàng thấy rằng kết quả thu ñược không phụ 

thuộc vào sự cách chọn họ { }nΓ , và  dễ thấy ñịnh lý 2.5.8 cũng ñúng cho các ñường 

cong ñóng chứ không phải chỉ ñúng cho các ñường ñi ñóng.  

Trong mọi trường hợp tính liên tục ñều của ánh xạ h từ 2I  vào Ω  kéo theo rằng 

( )Ind
sγ α  là một hàm liên tục của s trên 0,1    với mỗi 2Sα ∈ −Ω . Mỗi hàm giá trị 

nguyên liên tục thì phải là hằng số trên 0,1   . Do ñó 0 1à vγ γ  là Ω -ñồng ñiều. 

3.3.6. Ví dụ  

3.4. Các miền ñơn liên       

3.4.1. Định nghĩa 

Một miền phẳng Ω  ñược gọi là ñơn liên nếu mỗi ñường cong ñóng trong Ω  là 

ñồng luân với 0 trong Ω . 

3.4.2. Định lý 

Với một miền phẳng Ω , mỗi một trong tám ñiều kiện dưới ñây kéo theo tất cả các 

ñiều kiện còn lại: 

(a) Ω  là ñồng phôi với ñĩa tròn ñơn vị mở U. 

(b) Ω  là ñơn liên. 
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(c) 2S −Ω  là liên thông. 

(d) ( )Ind 0γ α =  với mỗi ñường ñi ñóng γ  trong Ω  và với mỗi 2Sα ∈ −Ω . 

(e) Với mỗi ( )f H∈ Ω  và với mỗi ñường ñi ñóng γ  trong Ω , 

     ( ) 0.f z dz
γ

=∫  

(f) Với mỗi ( )f H∈ Ω  có tương ứng một ( )F H∈ Ω  sao cho F f=′ . 

(g) Nếu ( )f H∈ Ω  và f  không có không ñiểm trong Ω , thì tồn tại  ( )g H∈ Ω  sao cho 

( )expf g= . 

(h) Nếu ( )f H∈ Ω  và f  không có không ñiểm trong Ω , thì tồn tại Hϕ ∈  sao cho 

2f ϕ= . 

Khẳng ñịnh ở (g) nói rằng f có một ‘loga chỉnh hình’ g trong Ω ; còn (h) nói rằng  

f  có một ‘căn bậc hai giải tích’ ϕ  trong Ω ; và (e) nói rằng ñịnh lý Cauchy ñúng cho 

mỗi ñường ñi ñóng trong một miền ñơn liên. 

3.4.3. Định lý 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

24 
 

KẾT LUẬN 

Qua một thời gian tìm hiểu, nghiên cứu về Giải tích hàm gắn kết 

hai lĩnh vực “Thực và phức” trong giải tích, luận văn ñã hoàn thành và 

ñạt ñược những kết quả sau: 

 1. Trình bày một cách hệ thống các khái niệm, ñịnh nghĩa về các 

không gian vectơ, không gian tôpô, không gian Banach. 

 2. Trình bày các ñịnh lý: ñịnh lý biểu diễn Riesz, ñịnh lý Baire, 

ñịnh lý Hahn-Banach, ñịnh lý Cauchy, ñịnh lý Runge. 

3. Trình bày về mối quan hệ tương hỗ giữa hai lĩnh vực thực và 

phức trong Giải tích cụ thể: Định lý biểu diễn Riesz và ñịnh lý Hahn-

Banach cho phép “dự báo” công thức Poisson. Chúng gắn kết nhau 

trong phép chứng minh của ñịnh lý Runge, mà từ ñó một phiên bản 

“ñồng ñiều” của ñịnh lý Cauchy ñược dẫn ra.    
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