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Mdé& dau

1. Ly do chon dé tai

Ly thuyét vé cac phuong trinh ham 1a mot trong nhitng linh viyc nghién citu
quan trong ctia Giai tich Toan hoc. Cac nha Toan hoc tiép can phuong trinh ham
v6i nhiéu muc tiéu nghién citu khac nhau nhu nghién citu dinh tinh (x4c dinh
mot s6 dic trung co ban ctia ham s6) hodc nghién citu dinh lugng (udc lugng
s6 nghiém, x4ac dinh dang cu thé clia nghiém), nghién cttu nghiém dia phuong
hay nghién citu nghiém toan cuc. VA mot trong nhiing van dé mé dau cho con
dudong nghién ctu méi trong nhimg thap nién gan day la van dé vé sy 6n dinh
cua phuong trinh ham.

Quan diém chung clia van dé nay xuat hien khi cac nha khoa hoc dat ra cau hoi
“Khi thay doi “mot it” gid thiét ctia mot dinh 1y thi lieu c6 thé khang dinh nhitng
luan diém con lai ctia dinh 1y vAn con ding hoiic “xap xi ding” hay khong?”. Trong
qué trinh nghién ctu vé tinh on dinh ctia phuong trinh ham, cau héi nay ducc
md rong nhu sau “Néu ching ta thay thé mot phuong trinh ham da cho béi mot
bat phuong trinh ham, khi dé liéu c6 thé khang dinh rang nhitng nghiém ctia bat
phuong trinh ham nay nim gan véi nghiém ctia phuong trinh ham ban dau hay
khong?”, va nhiéu nghién citu ciia cac nha toan hoc cho thay hau nhu cac phuong
trinh ham déu c6 tinh on dinh.

Xuat phat t nhu cau nghién cttu va tim hiéu vé van dé nay téi quyét dinh

chon dé tai “VE TINH ON DINH CUA CAC PHUONG TRINH HAM CO BAN”

2. Muc dich nghién ctu

Luan van "Ve tinh on dinh cia cic phuong trinh ham co bin"” nham khao sat
vé tinh on dinh ctia cac phuong trinh ham co ban, cu thé la cac phuong trinh ham
chuyén tiép cac phép tinh sé hoc, phuong trinh ham chuyén tiép cac dai luong
trung binh co ban, phuong trinh ham dang D’Alembert vA mot s6 phuong trinh
ham khac.

3. Déi tuogng vaA pham vi nghién ciiu

Déi tugng nghién cttu ciia dé tai 14 cac phuong trinh ham co ban d6 1a céac
phuong trinh ham chuyeén tiép cac phép tinh sé hoc, phuong trinh ham chuyén



tiép cac dai luong trung binh co ban, phuong trinh ham dang D’Alembert va mot
s6 phuong trinh ham khic nhu phuong trinh séng, phuong trinh da thic, phuong
trinh dang toan phuong.

Nghién ctu tit cac tai lieu, gido trinh cia GS.TSKH. Nguyén Van Mau, cac
tai lieu boi dudng hoc sinh gidi, ti sach chuyén toan, cac bai bao khoa hoc viét
vé phuong trinh ham, Tap chi todn hoc va tudi tré, cac tai litu nude ngoai nhim
dua ra cac tinh chat vé tinh 6n dinh clia cac phuong trinh ham néi trén.

4. Phuong phap nghién cttu

Nghién cttu tir cac tai liéu, gido trinh cia GS. TSKH. Nguyén Van Mau va cac
tai lieu tiéng Anh, cac trang Web ..., tit d6 phan tich, danh gi4, tong hop, trao
doi véi thay huéng dan két qua dang nghién ctu.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia dé tai

Tao duge mot deé tai phit hop cho viée gidng day, boi dudng hoc sinh trung hoc
pho thong.

Dé tai dong gop thiét thuc cho viec day va hoc nang cao vé phuong trinh ham,
dem lai niém dam meé sang tao tit nhitng bai toan co ban nhat ma to6i da néu
trong luéan van nay.

Mong muén dé tai sé la tai lieu bd ich cho sinh vién nganh toan trong viéc tim
hiéu vé tinh én dinh ctia cdc phuong trinh ham co ban.

6. Cau tric cta luan van

Luan van gom phan mé dau, két luan, tai lieu tham khéo va 4 chuong.

Chuong 1. Trinh bay vé tinh én dinh ciia cac phuong trinh ham chuyén tiép
cac phép tinh s6 hoc d6 1a phuong trinh ham cong tinh, phuong trinh ham nhan
tinh, cac ham logarit va cac ham lay thua.

Chuong 2. Trinh bay vé tinh 6n dinh ctia cac phuong trinh ham chuyén tiép
cac dai lugng trung binh co ban nhu trung binh cong vao trung binh cong, trung
binh cong vao trung binh nhan, trung binh cong vao trung binh diéu hoa.

Chuong 3. Trinh bay vé tinh 6n dinh ctia cac phuong trinh ham dang D’Alembert,
do la cac phuong trinh ham cosin, phuong trinh ham sin, phuong trinh ham dang
f(@+y)+g(e—y) = h@)e(y).

Chuong 4. Trinh bay vé tinh 6n dinh clia mot s6 phuong trinh ham khac nhu
phuong trinh séng, phuong trinh da thic, phuong trinh dang toan phuong.



Chuong 1

Tinh on dinh ctia cic phuong trinh
ham chuyén tiép cac phép tinh sb hoc

Chuong nay sé trinh bay vé tinh 6n dinh ctia cdc phuong trinh ham cong tinh,
phuong trinh ham nhan tinh, ham logarit va ham Iy thira. Chi tiét lien quan c6
thé xem cac tai ligu tham khao tuong ing danh muc [1], [2], [3], [4], [8], [11].

1.1 Tinh on dinh ctia phuong trinh ham cong tinh

Trude hét ta nhic lai phuong trinh ham (Cauchy) cong tinh (A)

flx+y) = flx) + f(y). (A)

Gia st ham f : X — Y théa man (A), v6i X va Y la hai khong gian Banach.
Khi d6 f duge goi la ham cong tinh.

Dinh ly 1.1 (Xem [11]). Gid si ham f : X — Y thda man vdi moi e > 0, ta co

1f(x+y) = f(x) = fy)ll <&, Vo,y € X. (1.1)
Khi dé ton tai gidi han sau
A(z) = lim 27" f(2"x) (1.2)
n—oo

vdi moi x € X va ton tai duy nhat ham cong tinh A : X —'Y thda man
| f(x) — A(z)]| < e, Vo € X. (1.3)

Ching minh.
Thay x = y vao (1.1) ta dugc

I(3) 70— e < (5) = (14)

St dung phuong phap quy nap, ta duge
127" f(2") = flo)]] < (T —27")e. (1.5)



That vay, trong (1.4) ta thay x béi 2z, ta dugc

1., 1
I572%) ~ o)l < 5
Khi do
I(5(22) — 24(2)] — [F(22) — 20 ()] = 11 £(2%) — f(20)] < 32
hay 1 1 1
I 2%) — @)~ I 72r) ~ @)l <
I3/~ F@ll < (5 + 5 ).
do do

I/ 2n) = f@l <= (G4 g+t n) == (1= 50 )

Bay gio ta sé chiing minh day {4 f(2"z)} la ddy Cauchy v6i méi z € X. Chon
m > n, khi do

1 1 1 1
lon f(20) = o (2"a)]| = 27\\2m_nf<2m—”.2%> - 12"

1 1 1 1
< —e(1- —— ).
2n men 2n 2m

do do day {%f (2"z)} 1a day Cauchy v6i méi x € X va do Y la khong gian
Banach nén ton tai A: X — Y sao cho A (z) := lim £2% v6i méi z € X, hay

n
n—oo 2

Aw) — 5 f (2'0)

Tiép theo ta can chitng minh A 134 ham cong tinh. Thay x, y bdi 2"z va 2"y trong
(1.1) ta dugc

< 2_718'

I I B 1
oo @ b)) = gt 20) = or ()] < e
véi moin € Z7,xz,y € X. Chon — oo , ta duge
[A(z+y)—A(z) - AQy)| <e

V6i moi z € X, ta cb
[f(z) = A()[| = I[f () — 5, f(2"2)] + [Z%f@”ﬂf) — A(z)]
< F @)~ 5o @+ o f(2") — A

RS
gn ) T o0 T



Cudi ciing, ta can chitng minh A duy nhat. Gi st ton tai mot ham cong tinh
A1 : X = Y thoéa man (1.3). Khi d6, v6i méi x € X,

[A(z) = Av()]| = %H[A(WE) — f(nx)] + [As(nx) — f(na)]|
< % theo (1.3)

Vay Al = A.

Dinh 1y 1.2 (Xem [11]). V&i méi day so thuc bat ky (a,) théa man
\antm —an —am| <1, n,meZ, (1.6)

thi ton tai gidi han hiu han

] ap
A= lim —
n—oo M

va
la, —nA| <1, neZ.

Bai 1.1. Tim cép ham f, g : R — R thdéa man phuong trinh sau
fle+y) =g(x)+9(y), Yo,y eR (1.7)
Huéng dan 1.1. Thay y = 0 vao (1.7), ta dugc
f(z) = g(z) +9(0), Vz €R,

hay f(x) = g(x) + a, v6i a = ¢g(0). Do d6 g(z) = f(z) — o v6i moi x € R.
Thay vao phuong trinh (1.7), ta dugc

fx+y) = f2)+ fly) - 2 (1.8)
Dat f(z) = A(z) + 2a. Phuong trinh (1.8) tré thanh
Alx +y) +2a = A(z) + 20 + A(y) + 200 — 2a

hay
Alx +y) = A(x) + A(y), Vx,y € R.

Vay A la mot ham cong tinh trén R nén

A(z) + 2«
Ax) + o

——

—

—~

3
Il

Tiép theo ta xét tinh on dinh nghiém ctia phuong trinh (1.7).



Meénh dé 1.1. Gia st ham f, ¢ : R — R théa man

|f(z+y) —g(z) —gy) <e (1.9)

véi € 1a s6 duong tity ¥ cho trude va véi moi 2,y € R. Khi d6 ton tai duy nhat
mot ham cong tinh A : R — R sao cho

{ | (z) = A(z) = f(0)]

< 4e
9(x) — A(z) — g(0)] < 2¢

vl moi x € R.
Ching minh. Thay y = 0 vao (1.9), ta dugc
[f(z) —g(z) —g(0)| <&, VxR, (1.10)

suy ra
| £(0) —2g(0)| <e. (1.11)

Stt dung (1.10), ta dugc
flz+y) —glz+y)—g(0)] <e, Vo,yeR (1.12)

Ta co
|f(xz+y)—g(x+y)—9(0)| = [ f(z+y)—g(x) —g9(y) —g(z+y) +g(x) +9(y) — 9(0)]
nén két hop (1.9) va (1.12) thu dugce

l9(x +y) —g(x) — g(y) +9(0)| < |f(x +y) — gz +y) —g(0)|
+[f(x+y) —g(z) — g(y)]

< 2e
hay
[g(z +y) — g(0)] = [g(x) — g(0)] = [9(y) — g(0)]] < 2e, (1.13)
v6i moi x,y € R. Dat
G(r) = g(z) — 9(0), (1.14)

véi moi x,y € R. Thé vao (1.13) ta duge
Gz +y) —Gx) —Gy)| <2, Vr,yeR.

Theo dinh Iy vé tinh on dinh clia ham coéng tinh, ton tai duy nhat mot ham cong
tinh A : R — R sao cho

G(z) — A(z)| < 26, Vz €R. (1.15)



Tw (1.14) va (1.15) ta dugc
l9(x) — A(z) — g(0)] <2, VreR. (1.16)
16

Tir (1.10), (1.11) va (1

|f(x) — A(z) — f(0)]
= |f(x) — g(z) — g(0) + g(x) — A(x) — g(0) + 2g(0) — f(0)]
< |f(z) = g(x) — g(0)] + |g(x) — A(z) — g(0)| + [ f(0) — 29(0)]

) ta dugc

1.2 Tinh én dinh ctia phuong trinh ham nhan tinh

Trong phan nay nghién cttu phuong trinh

flzy) = f(z)f(y) (M)

Gia st ham f : X — Y théa man (M), v6i X va Y la hai khong gian Banach.
Khi d6 f dugc goi la ham nhan tinh.

Dinh 1y 1.3 (Xem [11]). Gid si 6 > 0,5 la mot nia nhom va f .S — C sao
cho

|f(zy) — f(x)f(y)] <0, Vo,y € S. (1.17)
Khi do
|f(z)] < Lt 21 9 e, Vr e S. (1.18)

hodc f la ham nhan tinh vdi moi x,y € S.

Chitng minh. Trong (1.18), ta c6 114 1+4 —:chaye?—e=9vae>1. Gidsu
(1.18) khong xay ra, ttic 1a ton tai a € S sao cho |f(a)| > ¢, hay |f(a)| =&+ p,
v6i p > 0 nao d6. Trong (1.17), chon x = y = a, ta dugce

[f(a®) = f(a)’| <6 (1.19)
Khi d6
[f(@®)] = 1f(a)* = (f(a)” = f(a"))|
> |f(a)’] = |f(a)® = f(a®)]
> |f(a)]” =4  theo (1.19)

=(+p)+(2e—1p+p° (doe®—e=0)
>ec+2p (doe>1)



Bang phép chitng minh quy nap, ta c6
1f(a®)] >e+(n+1)p, Vn=1,2,....

V6i moi z,y,z € S,

|flzyz) — f(zy) f(2)] <0, va  [f(zyz) — f(2)f(yz)] <6

Ta co
F@9)F(2) = F@) F2)| < |foyz) — Flay) F(2)] + | fayz) — F2)f(y2)]
<20
|f(ay) f(z) = fa) f)f(2)] < [f(y) f(z) — f(2)f(yz)]
+ 1 f(2) f(yz) — f(@)f(y) f(2)]
<26+ |f(z)lo
Suy ra

[f(zy) = f(2) fW)-1f(2)] < 20 + [f(=)]o.

Chon z = a*", ta dugc

[f(xy) — f(2)f(y)] <

26 + | f(x)[6
[f(a®)]

véimoi z,y € Svamoin=1,2,...
Cho n — o0, ta duge f(zy) = f(z)f(y), Vo,y € S. Vay f la mot ham nhan tinh.

1.3 Tinh on dinh ctia cic ham logarit

Trude hét ta nhic lai ham logarit (L)
flay) = f(@) = f(y) =02,y >0 (L)
Gia st ham
f:R, — B
théa man (L), v6i B la khong gian Banach. Khi d6 f dugce goi la ham logarit.
Dinh 1y 1.4 (Xem [8]). Gid st f : Ry — B,e >0, va

|f (ey) = f(2) = fy)| <e (1.20)
vdi moi x,y > 0. Khi dé ton tai duy nhat mot ham logarit L - Ry — B théa man
[f(z) = L(z)| <e (1.21)

vdi mot x > 0.



Dé chitng minh dinh 1§ nay, ta dua trén bo dé sau
Bo6 dé 1.1. (Xem [8]). Cho e,d > 0,k,s € R, v6i k # 0 va s # 0. Gi4 stt ring
ham f: R, — B thdéa man

[f(zy) = f(2) = fy)l < (1.22)
v6i moi x,y > 0 va 2Fy® > d. Khi d6 ton tai duy nhat ham logarit L : R, — B
thdéa man
|f (x) = L(z)] < 3e (1.23)
véi moi x € Ry .
Dinh 1y 1.5. (Xem [8]). Cho e,d > 0, k,s,p,q, P,Q € R, k/p # s/q,pqPQ # 0,
gid st rang f : R, — B thoa man

[f (="y") = Pf(x) = Qf (y)| < ¢ (1.24)
v6i moi z,y > 0 va 2¥y® > d. Khi d6 ton tai duy nhat mot ham logarit L : R, —
B sao cho

|f(z) = L(z)— f(1)] < 4e (1.25)
véi moi x € R, .
Hé qua 1.1. Cho e > 0,d, k,s,p,q, P,Q € R véi % # 2, pqPQ # 0. Gid stt rang
g : R — B thoa man

|9 (pz +qy) — Pg () — Qg (y)| < ¢ (1.28)

voi moi x,y € R, v6i kx + sy > d. Khi d6 ton tai duy nhat ham cong tinh
A: R — B sao cho
g (z) — A(z) — g (0)] < 4e (1.29)

vl moi x € R.
Dinh 1y 1.6 (Xem [8]). Cho e,d > 0,k,s,p,q, P,Q € R vdi k # 0 hodc s # 0.
Gid s rang f : Ry — B thdéa man

[f (2y") = Pf(z) - Qf (y)| < e (1.33)

vor mot x,y > 0 va vdi xkys > d. Khi dé ton tai duy nhat mot ham logarit
L:Ry — B sao cho

()~ L) - (1)) < f‘ﬂ (1.34)
vdi moi x € R néu s # 0, va
()~ L(x) - F(1)] < %ﬂ (1.35)

vdi moi v € R néu k # 0.
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Hé qua 1.2. Choe > 0,d,k,s € Rv6i k # 0 hodc s # 0. Gidstirang g : R — B
thdéa man

g (pz +qy) — Pg(z) — Qg (y)| <€ (1.38)
voi moi x,y € R, v6i kx + sy > d. Khi d6 ton tai duy nhat ham cong tinh
AR — B sao cho

g (2) — A(z) — g (0)] < % (1.30)
v6i moi z € R néu s # 0, va
9 (z) — A(z) — g (0)] < %ﬂ (1.40)

v6i moi ¢ € R néu k # 0.

1.4 Tinh én dinh cta cac ham ldy thita

Gia st (S, +) la mita nhém giao hoan, E 1a khong gian Banach phic, X 1a dai
sO phtic véi phan tit don vi 1a 1x va C 1a truong sd phic, cho f : S — X va
g : S — C. Trong phan nay ta xét ham Iy thita sau:

fz+y) = g(x)f(y).
Dinh nghia 1.1 (Xem [4]). Cho mot ham so f : S — C , khi dé ta dinh nghia
tap hop Ny nhu sau:
Ny={acS: fla) € S\{0,1};|f(a)] > 1}

Dinh nghia 1.2 (Xem [4]). Cho ham s6 f : S — X, khi dé ta dinh nghia tap
My nhu sau:
Miy={aeG: f(a) e C\{0,1} x {1x}}.

Dinh nghia 1.3 (Xem [4]). Xét ham Scf : My — C vdi f(a) = Scf(a) x
1x,VYa € My. Ta dinh nghia ham s6 My = {a € My : |Scf(a)| > 1}.

Ta c6 cac dinh 1y sau

Dinh 1y 1.7 (Xem [4]). Gid st hai ham s6 f : S — E,g: S — C théa man bat
dang thic sau:

|f(x+y) —g@) [(y)] <Y(z,y),Vo,y €S. (1.41)

Néu N, # @ va (z,y + a) < P(x,y) vdi moi x,y € S va a € Ny, khi dé ton tai
duy nhat mot ham T : S — E ma

T(x+y) = g(x)T(y);
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(9(z +y) —g(x)g(y)T(2) =0

B e YY)
) =Tl < inf 11

V4

vdi moi x,y,z € S.

Hé qua 1.3. Cho f : S — C thoa méan
[f(z+y) = f2)f)] < d(z,y)

v6i moi z,y € S.
Néu Y(z,y +a) < ¢(x,y) véi moi z,y € S va a € Ny, khi d6 f hodc 1a bi chan,
hodc f la ham lay thia.
Hé qua 1.4. Cho f,g: S — C, S c6 phan tit don vi, f 1a ham khéac khong va
thdéa méan

[f(z+y) —g(x)f(y)] < Plz,y)
v6i moi z,y € S, Néu ¢(z,y+a) < ¢(z,y) véi moi z,y € S via € Ny, khi d6 ¢
hoac 1a bi chan, hoac la ham lay thia va

[f(@+y) —g(@)f(y)] < P(2,y)
v6i moi x € G.
Bai 1.2. Tim tat cd cac ham f, ¢, h : R — R théa man phuong trinh sau
f@+y) =9(@) +h(y), Yo,y €R (1.48)
Hudéng dan 1.2. Thay y = 0 vao (1.48), ta dugc
f(z) = g(x) + h(0), Vx € R,
hay f(z) = g(x) + «, v6i @ = h(0). Do d6 g(x) = f(z) — a v6i moi x € R.
Thay = = 0 vao (1.48), ta dugc f(y) = h(z) + B, véi B = ¢(0), hay h(z) =
f(x) — B v6i moi x € R.
Phuong trinh (1.48) tré thanh
fle+y)=f@)+ fly) —a—B, Yo,y eR. (1.49)
bDat f(z) = A(z) + a + § thay vao phuong trinh (1.49), ta dugc
Az +y)+a+p=Alx)+a++Aly)+a+—a—p
hay
Az +y) = A(x) + A(y), Vz,y € R.
Vay A la mot ham cong tinh trén R nén

flz) = Alz) + o+
{ g(x) = A(z) + 5
h(z) = A(z) + «
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Chuong 2

Tinh on dinh ctia cic phuong trinh
ham chuyeén tiép cac dai lugng trung
binh co ban

Chuong nay sé trinh bay vé tinh on dinh clia cac phuong trinh ham chuyén
tiép dai lugng trung binh cong vao trung binh cong, trung binh cong vao trung
binh nhan va trung binh cong vao trung binh diéu hoa. Chi tiét lién quan c6 thé
xem céc tai lieu tham khéo tuong ting danh muc [1], [2], [3], [11].

2.1 Tinh é6n dinh ctia phuong trinh ham chuyén tiép dai
luong trung binh cong vao trung binh cong

Xét bai toan sau:

Bai 2.1. Tim ham f : R — R thoéa man phuong trinh sau

f<rc42ry> :f(fﬂ)—;f(y)7 iy € R (2.1)
Huéng dan 2.1. Thay y = 0 vao (2.1), ta dugc
f(g>:f(x)"2+‘f(0)7 Vz € R (2.2)

Khi d6 ap dung (2.1) va (2.2), ta duge
) E10) g (0] _ S+ 0

2 2 2
hay
f@)+ fly) = fle+y)+ f(0), Vz,yeR.
Dat A(z) = f(z) — f(0). Taco A(z) + A(y) = A(x +vy), Vz,y €R.
Vay A la mot ham cong tinh trén R nen f(x) = A(z) + «, trong d6 a = f(0).
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2.2 Tinh 6n dinh ctia phuwong trinh ham chuyén tiép dai
luong trung binh cong vao trung binh nhan

Xét bai toan sau:

Bai 2.2. Tim tat ci cdc ham lién tuc f : R — R théa man phuong trinh sau
T +y

e

Huéng dan 2.2. Tt phuong trinh (2.5), ta ¢6 f(x) > 0, Vz € R. Gia st ton
tai g € R sao cho f(xg) = 0. Khi d6

)=/ f(x)f(y), Vo,y eR (2.5)

o+ Y

e

) =/ f(x0)f(y) =0, Yy €R,

hay f(z) =0 v6i moi z € R.
Xét f(z) > 0,Vx € R. Khi d6 lay logarit hai vé ctia phuong trinh (2.5), ta
duge

() D@0y,
Dit g(z) = In f(x) ta c6
g(:c—;y) _9(z) 29(9)7 ey € R

hay ¢ la mot nghiém cua phuong trinh Jensen, tic la g(x) = ax + b. Suy ra
nghiém ctia phuong trinh (2.5) 1a f(z) = e**? véi a,b € R.

2.3 Tinh 6n dinh ctia phuong trinh ham chuyén tiép dai
lugng trung binh cong vao trung binh diéu hoa

Xét bai toan sau:

Bai 2.3. X4c dinh cac ham s6 f : RT — R™ lién tuc va théa man diéu kién sau:

2f (=) f(y)
f@)+ fy)

Huéng dan 2.3. Trudc tién, ta bién déi (3.28) nhu sau

T +vy

5 Va,y € RT. (2.11)

i

) =

1
Yy VayeRY (2.12)
2 m2f(y>

A
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hay
r+y 2
fz)  fly)
hay
fi * 1l
f(z) y +
— = , Vz,y € R". (2.14)
fF5) 2
Dit g(z) = ﬁx); va g(x) 1a ham s6 duong lien tuc trén R*. Vi vay ma ti (2.14)
ta suy ra
g% + Yy _ 9(@) +9() |, yER

2 2 Y Y
Hay ¢ 1a nghiém ctia phuong trinh Jensen, tic la g(x) = ax + b.
0

Vay f(z) = ax1+b trong d6 a = 0,b > 0 hodc a > 0,b :
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Chuong 3

Tinh on dinh ctia cic phuong trinh
ham dang D’Alembert

Chuong nay sé trinh bay vé tinh on dinh ctia phuong trinh ham cosin, phuong
trinh ham sin va phuong trinh ham ¢6 dang f(x +y) + g(z —y) = h(x)¢(y). Chi
tiét lien quan c6 thé xem cac tai liéu tham khao tuong ting danh muc [1], [2], [5],
(7], [11], [14].

3.1 Tinh 6n dinh ctia phuong trinh ham cosin

Trong phan nay, ta xét phuong trinh ham cosin. Cho G 1a mot nhém Aben,
véi x,y € G, ta xét phuong trinh ham cosin sau:

fle+y)+ flo—y) =2f(x)f(y) (3.1)

Dinh ly 3.1 (Xem [5]). Cho G la mot nhém Aben cong tinh va f la mot ham co
gid tri phiic zac dinh tréen G. Khi dé f théa man (3.1) vdi moi x,y € G néu va
chi néu ton tai mot ham cé gid tri phic xdc dinh trén G sao cho

flx) ={m(z) + m(—-x)} /2, ze€G (3.2)

m(x+y) =m(x)m(y), Vr,y€qG (3.3)

Dinh ly 3.2 (Xem [5]). Cho d > 0, cho G la nhém aben va f la mot ham cé gid
tri phic xac dinh trén G sao cho

|fx+y)+ flez—y)—2f(x)f(y)] <6, (3.6)

vdi moi x,y € G. Khi dé hodc la

|f(z)] < req. (3.7)
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hodc ton tai mot ham phic m trén G sao cho

Vr el (3.8)

V4

(o)

im(z 4+ y) — m(x)m(y)| < i,Vaj,y € G. (3.9)

DE ching minh dinh I nay ta sé dung cdc bo dé sau
Bo6 dé 3.1. Vdi gid thiét cia dinh ly (3.2), khi dé |f(0)| < e vdi ¢
V1+20)/2.
Bé dé 3.2. Vdi gid thiét cia dinh ly (3.2) thi |f(2x)] > 2|f(x)]> — u
vdi moix € Gva pp=06+e.
Bo6 dé 3.3. Vi gid thiét nhu dinh lj (3.2), néu |f(x)| > ¢ vdi moi x € G, khi
do |f(2"x)| — 400 khi n — +o00.

I
—
+

3.2 Tinh 6n dinh ctia phuong trinh ham sin

Trong phan nay ta xét phuong trinh ham sin. Cho G la nhém Aben, vdi x,y €
G, ta xét phuong trinh ham sin sau:

fla+y)fle—y) = fx) - fy) (3.13)
Dinh 1y 3.3 (Xem [7]). Vdi moi ham khong bi chan f : G — C théa man bat
dang thic sau
[fl@+y)flz—y) = f2)* + f(y)*| < 0.Vr,y € G (3.21)
thi déu la nghiém cia phuong trinh
fla+y)flz—y) = f(2)* = fy)"

Dé ching minh dugc dinh ly, ta dvua vao cdc be dé sau:

Bo6 dé 3.4. (Xem [7].) Cho f 14 mot ham lay gia tri phiic xac dinh trén G sao
cho théa man bat ding thic sau

[fle+y)flz—y) = f@)? + fy)?] <6 (3.15)
v6i moi z,y € G va v6i moi s6 thiyc § > 0 thi
f(0)=0 (3.16)
Bo dé 3.5. (Xem [7].) V6i moi o,y € G, bat déng thitc sau théa man
[flx+y) + flx—y) —2f(x)g9(y)| < 0. (3.19)
Bo6 dé 3.6. (Xem [7].) Phuong trinh sau day théa man véi moi z,y € G

flx+y)+ fle—y) =2f(x)g(y). (3.20)
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3.3 Tinh on dinh ctia phuong trinh ham D’Alembert
Trong phan nay ta xét phuong trinh

flx+y)+g(z —y) = h(z)p(y). (3.27)
Dinh ly 3.4 (Xem [14]). Cho G la mot nhom, cho f,g,h,¢ : G — C la nhing
ham sao cho ham
(z,y) = flx+y)+g(r —y) — h(x)e(y)

bi chan, Khi dé, ton tai mot ham ma E : G — C, mot ham cong tinh A : G — C,
nhitng ham bi chin a,b,c : G — C va nhing hang so6 o, 3,7,0 sao cho nhing
dieu sau la tuong duong:

~

. f,9,h, o bi chan;

2. f,9 bi chan, h =0, ¢ tuy ¥,

3. f,qg bi chan, h tuy vy, p = 0;

4. f bichian, g = afE+bh=aFE,¢o=BE"1;

5. f=aBfE+a, g bi chan, h = aF,p = BE;

6. f:%aA—l—a,g:—%ozA+b,h:oz,90:A+c;
7.f:%ﬁA—f—CL,g:%ﬁA—f—b,h:A—l—C,@:ﬂ;

8. [ = 1aBA’> + L(ad + A+ a,g = —2aBA? + L(ad — By)A+ b h =
aA+y,p =LA+ ;

9. f =i(ay+ BO)E. + 3(ad + BY)E, + a,h = aE, + BE,,
g=s(ay—B0)E, — 3(ad — Bv)E, + b, = vE,. + 6E,,

O day, E. va E, tuong 1ing la phan chdn va phan 1é cia E.

Bai 3.1. Tim tat ca cac ham lién tuc f, g, h : R — R théa man phuong trinh sau

r+y
F(—7) = 9(@)hly), Ve.y eR (3.28)
Hudng dan 3.1. a) Truong hop 1: g(0) =0
Thay x = 0,y = 2t vao phuong trinh (3.28), ta ¢6 f(t) = /g(0)h(2t) =

0, Vt e R. Thay vao phuong trinh (3.28) ta dugc

g(x)h(y) =0, Vz,y € R,



Do d6
g (x) =0, h(x)la ham lién tuc tuy § trén € R
h(z) =0, g(z)la ham lién tuc tuy y trén € R vé6i ¢g(0) = 0.
b) Truong hop 2: h(0) =
Thay y = O,:z: = 2t vao phuong trinh (3.28), ta c6 f(t) = /g(2t)h(0) =
0, Vt e R. Thay vao phuong trinh (3.28) ta dugc
g(x)h(y) =0, Vz,y €R,
Do d6
g(x) =0, h(x)la ham lien tuc tuy § trén € R véi h(0) =0
h(x) =0, g(z)la ham lién tuc tuy y trén € R.
c¢) Truong hop 3: ¢(0) # 0,h(0) # 0
Thay z = 0,y = 0 vao phuong trinh (3.28), ta c6 f(0) = /g = 0. Suy

ra f(0)>0
{ g(0)h(0) >0

Két hop vaéi (1.1), ta co f(x) >0, VreR.
Lan lugt thay y = 0 vd = 0 vao phuong trinh (3.28), ta ¢6

f(5) = /9(2)h(0)
) = \/9(0)h(y)
hay ,
g(z) = ];L((g)), Vr e R
h(y) = ]:((Oy))’ Vy e R

Thay g(z), h(y) 6 (3.29) va (3.30) vao (3.28), ta dugc
F(3) 75 (3)

x+y » 2 (3) f2 (% _ 3
\/ v 9(0)h(0).

@~ 0 vueR. Do dé
9(0)h(0)

D‘

Flu4+v)=F(uFw), Yu,veR

hay F(u) = a" v6i a > 0va f(x) =ba”, V€ R v6ia>0,b#0.

(3.29)

(3.30)
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Két luan
f(z) =0
glx=0
h(z)la ham lién tuc tuy y trén € R véi h(0) = 0;
hoac
flx) =0
g(x)la ham lién tuc tuy y tren € R véi g(0) = 0
h(x) = 0;
hoac
f(x) =ba*, VreR
g(z) = b1a**, Vr e R

trong do by, by tuy ¥ sao cho b1bs = b.
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Chuong 4

Tinh on dinh ctia mot sé phuong trinh
ham khac

Chuong nay sé trinh bay vé tinh 6n dinh ctia phuong trinh séng, phuong trinh
da thtc va phuong trinh dang toan phuong. Chi tiét lien quan cé thé xem cac tai
licu tham khao tuong tng danh muc [1], [2], [6], [9], [10], [11], [12], [14].

4.1 Tinh 6n dinh ctia phuong trinh séng

Truée hét ta tim hiéu vé phuong trinh séng. Gia sit f : R> — R sao cho

flt+hy)+fx—hy) = flzy+h)—fle,y—h) =0  (41)
Dinh 1y 4.1 (Xem [6]). Gid si (G, +) la nhom Aben, X la khong gian Banach,
vdi 0 >0 wva f:Gx G — X sao cho

[f@+hy+h)=flzthy) = flry+h)+flyl<s  (42)

vdi moi x,y,h € G.
Khi dé ton tai nhimg ham o, 8 : G — X va A : R?> = R la ham song cong tinh
va phdn doi xing sao cho

[f (@) = e (@) + B (y) + Az, 9)l] < 200,Va,y € G.

Hé qua 4.1. Gia st (G, +) 1a mot nhém Aben, X 1a4 mot khong gian Banach,
0>0va f:GxG— X sao cho

|f@+hy)+ flx—hy) —f(z,y+h)—f(z,y—h)| < Va,y,h G
(4.30)
Khi d6 ton tai nhitng ham a,b: G — X va B : G x G — X sao cho B la song
cong tinh, phan déi xting va

f(z,y) = [a(x+y)+b(x—y)+ B(x,y)]| <206

v6i moi x,y € G.
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Dinh 1y 4.2 (Xem [6]). Gid st f : R* — R do dugc Lebesgue trén R?, 6 > 0 va
thoa man

|f@+hy+h)—=flz+hy) —flzy+h)+[f(zy)]=0dVeyheR
Khi dé ton tai nhiing ham ¢, : R — R do dudc Lebesque sao cho
|f (2, y) —{p(z) + ¥ (y)}] <606, Ve, y € R.
Hé qua 4.2. Gid st f : R> = R do dudc Lebesgue trén R?, § > 0 va thoa man
[f(w+hy+h)—flz+hy) = fle,y+h)+f(z,y)] <o, Ve,y heR

Gia st ton tai zg,yo € G sao cho x — f (x,yo) va y — f (xo,y) lien tuc trén R.
Khi d6, ton tai nhitng ham a,b : R — R lién tuc sao cho

f(z,y) — {a(z)+b(y)}| < 1806,Vz,y € R.

4.2 Tinh 6n dinh ctia phuong trinh da thic

Ta da biét phuong trinh da thic c6 dang
anz” + ap 12" P+ 4 a4+ ag = 0. (4.34)
Trude hét, ta xét tinh on dinh ctia phuong trinh da thic
2" +ar+ =0 (4.35)

voi x € [—1,1], ta ¢6 dinh nghia sau

Dinh nghia 4.1 (Xem [12]). Phuong trinh (4.35) goi la on dinh néu ton tei mot
hang so K > 0, vdi méi e > 0,y € [—1,1], néu

y" +ay+ Bl <e
khi dé ton tai mot vai z € [—1,1] théa man

M taz+ =0
sao cho |y — z| < Ke.
Dinh ly 4.3 (Xem [12]). Néu |a| > n, || < |a] — 1, va y € [—1,1] thda man bat
dang thic sau

" +ay+ 6] <e, (4.36)
Khi dé ton tai mot nghiém v € [—1,1] cia (4.35) sao cho

ly —v| < Ke, (4.37)

véi K > 0 la mot hing so.
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Dinh nghia 4.2 (Xem [12]). Phuong trinh (4.34) goi la on dinh néu ton tai mot
hing s6 K > 0, vdi méoi e > 0,y € [—1,1], néu
|anx” +a, 2" 4+ agr + a0| <eg, (4.38)
khi dé ton tai mot vai z € [—1,1] théa man
anz" 4+ ap 12" P+t ajz+ag=0
sao cho |y — z| < Ke.

Dinh 1y 4.4 (Xem [12]). Cho phuong trinh a,z" + a, 12" 1+ -+ a1z +ag = 0.
Néu
|aol < lar] = (lag] +[as] + - - +[an), (4.39)
la| > 2 |as] + 3 |as| + -+ (n— 1) |an_1| + n|ay] (4.40)
Khi dé phuong trinh nay ton tai ding mot nghiém v € [—1,1] .

Dinh 1y 4.5 (Xem [12]). Néu nhiing diéu kién cia dinh ly (4.4) ding va hon nia
y € [—1,1] théa man bt dang thic

|any” + a1y ary +ag] < e, (4.45)
Khi dé phuong trinh (4.34) on dinh.

4.3 Tinh 6n dinh ctia phuong trinh dang toan phuong

Trude hét ta dinh nghia phuong trinh dang toan phuong.
Ham bac hai f (x) = cz? théa man phuong trinh ham

flat+y)+ flz—y)=2f(z)+2f () (4.47)
va vi thé ma phuong trinh (4.47) dugc goi 1a phuong trinh ham dang toan phuong.

Dinh 1y 4.6 (Xem [9]). Cho G la nhom Aben, X la khong gian Banach va ham
f:G — X, néu ham toan phuong

(z,y) = fr+y) — f(r—y)—2f(x) —2f (y)

bi chan, voi x,y € G . Khi dé ton tai mot ham toan phuong q : G — X vdi f —q
bi chan, dé vdi mdi § > 0, néu

fe+y)—flz—y)—2f(x)=2f(y)| <9, z,ye G (4.48)

thi sé ton tai mot dnh za toan phuong duy nhat ¢ : G — X dé

If (x) —q(x)] < g,Vx € G. (4.49)
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Ngoai ra, ham q duogc cho boi

‘f (2"x)
4n

Vo e G.

Bo dé 4.1. (Xem [9].) Gia sit ring f : X — Y théa man bat déng thitc

Iflx+y)+ fle —y) —2f(z) —2f(y)| < p(x,y),Vr,y € X.

Khi d6 v6i moi x € X van € N, ta co

n—1 n—1
n n 1 n—1— n—1—
[£(2") —47f (2)] < D 4" 50(0,0) + ) 42" Fa, 27 ).
k=0 k=0

B6 dé 4.2. (Xem [9].) Gid st f : X — Y thoa man bat dang thiic

(4.50)

(4.52)

(4.53)

flx+y+2)+fla—y)+fly—2)+ fz—2)=3f(r) =3f(y) = 3f(2)| <0

v6i moi x,y,z € X vad > 0. Khidovéixz € X van € N,

k=1

|
(4.56)
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Két luan

Luan van trinh bay heé théng cac kién thitc "Vé tinh 6n dinh clia cac phuong
trinh ham co ban", ma cu the:

- Trinh bay lai mot s6 khai niém vé phuong trinh ham cac ham cong tinh, nhan
tinh, ham logarit va ham lity thita, thong qua d6 da khéo sat duge tinh on dinh
cua cac phuong trinh ham nay.

- Tiép theo, da xét dugc mdi quan he giita cic dai lugng trung binh (trung
binh cong, trung binh nhan, trung binh dié¢u hoa) thong qua viéc tim hiéu tinh on
dinh ctia cac phuong trinh ham chuyeén tiép giita cac dai lugng trung binh tuong
ung.

- Trinh bay khai niém va khao sat tinh 6n dinh ctia cdc phuong trinh ham dang
D’Alembert (phuong trinh ham cosin, phuong trinh ham sin va phuong trinh ham
c6 dang f(z +y) + g(z —y) = h(2)p(y)).

- Qua d6 ciing da xét them duge tinh én dinh ctia cac phuong trinh ham khac
nhu phuong trinh séng, phuong trinh da thitc va phuong trinh toan phuong.

- Hon nita, luan vin da tap hop dude mot sé dang bai tap tieu biéu c6 thé gap
trong viéc boi dudng hoc sinh gidi, cac chuyén dé nang cao vé phuong trinh ham.

Tac gid mong mudn luan vin sé phuc vy thiét thyc cho viéc gidng day vé
phuong trinh ham trong nha truong, ¢ hién tai cing nhu trong tuong lai.



