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MO DAU

1. Ly do chon dé tai.

Nhicu van dé ciia vat 1y, k§ thuat va moi truong thuong dua dén viec gidi phuong
trinh vi phan, phuong trinh dao ham riéng hay phuong trinh tich phan. Do doé,
tim cach gidi cdc phuong trinh d6 luon duge nhiéu nha toan hoc quan tam. Mot
sO 1y thuyét toan hoc da ducc xay dung nham tiép can va dua ra 10i gidi cac
phuong trinh ké trén. Trong s6 d6, 1y thuyét tich chap ciia cac phép bién doi tich
phan, va ap dung giai cac phuong trinh vi tich phan va phuong trinh dao ham
rieng dugc nhiéu todn hoc nghién ciiu.

C6 nhiéu huéng tiép can dura trén nhieu 1y thuyét toan hoc khac nhau trong viéc
gidi quyét cac van deé trén nhu: chi ra diéu kién ton tai va duy nhat nghiém, su
on dinh nghiém, giai tim nghiém dung, nghiém gan ding, nghiém suy rong. Vai
tro dac biét quan trong trong 1y thuyét nay phai ké dén phép bién ddi tich phan
Fourier, Fourier sine, Fourier cosine, Hartley, tiép theo 1a phép bién doi Laplace,
phép bién d6i Mellin...trong dé dang chi ¥ 1a phép bién déi Fourier rat hitu dung
trong viéc giai phuong trinh dao ham riéng, phuong trinh tich phan.

Cac phép bién ddi tich phan cosine, sine, Fourier-cosine, Fourier-sine, Fourier va
phép bién doi tich phan Hartley goi 1a cac phép bién ddi tich phan dang Fourier.
Trong s6 nay, cac phép bién déi tich phan Hartley c6 mot sé wu diém vuot troi:
Khi tinh toan sé v6i ham nhan gia tri thuc thi phép bién doéi tich phan Hartley
nhanh hon cac phép bién doi tich phan Fourier vi bién doi Hartley ctia mot ham
nhan gia tri thuc 14 mot ham nhan gia tri thuc, trong khi bién d6i Fourier cla
mot ham nhan gia tri thuc c6 thé 1a mot ham nhan gia tri phitc. So v6i phép bién
doi tich phan cosine va tich phan sine thi cac phép bién doi tich phan Hartley kha
nghich trong khi cac phép bién doéi tich phan cosine va tich phan sine lai khong



khéa nghich. Hay so véi phép bién ddi tich phan cosine va tich phan sine thi cac
phép bién ddi tich phan Hartley c6 cac tich chap trong khi tich chap ctia phép
bién doi tich phan Fourier- cosine va Fourier- sine lai khong c6. Vi Iy do dé ma
luan van chon nghién ctu nhitng tinh chat toan ti va xay dung tich chap cia
cac phép bién ddi tich phan dang Fourier va st dung ching dé giai quyét mot sb
phuong trinh vi tich phan hay phuong trinh dao ham riéng.
2. Muc dich nghién ciu.
Xay dung tich chap cfia toan ti tich phan kiéu Fourier hitu han. Ung dung giai
cac phuong trinh vi tich phan.
3. Y nghia khoa hoc va thuc tién.
Dé tai ¢6 ¥ nghia vé mat 1y thuyét, hy vong tao dudec mot tai lieu tham khao
t6t cho nhitng ngudi tim hiéu vé 1y thuyét tich chap ctia phép bién doi tich phan.
Toén tit T, = aF. + bFs, (a,b) € C la mot md rong clia cac toan tit tich phan
da biét nhu: F, = Tio; Fs =T0p1; F =T1,. Tada biét phép bién déi tich phan F;
Fe; F c6 tam quan trong nhat dinh trong toin tng dung, dién tit vi co hoc. Trén
cd sG d6 toi cling hy vong vao tiém ning ting dung clia toan tii tich phan T, .
4. Céau tric cta luan van.

Ngoai phan mé dau va két luan, luan van gom 2 chuong

e Chuong 1 clia luan van trinh bay tém tat khai niem, dinh 1y lién quan dén

toan ti Fourier va cac tich chap cta toan ti Fourier

e Chuong 2 cta luan van tap trung trinh bay tng dung cta toan tit Fourier
va tich chap cia toan tit Fourier vao viéc tim nghiém cta phuong trinh dao

ham riéng va phuong trinh tich phan.

Tic gid mong mudn luan van sé phuc vu thiét thuc cho viéc nghién ctiu ve ly
thuyét tich chap clia cac toan ti tich phan kieu Fourier trong nha trudng, & hién

tai cing nhu trong tuong lai.



Chuong 1

TOAN TU TICH PHAN DANG FOURIER

1.1 Kién thdc chuan bi

1.1.1 Toan ti tich phan Fredhom
1.1.2 Phuong trinh tich phan véi hach suy bién

1.1.3 Chudi Fourier
1.2 Phép bién d6i dang Fourier hitu han

1.2.1 Phép bién doi tich phan Fourier hiu han

Dinh nghia 1.1 (Phép bién ddi Fourier hitu han). Phép bién doi tich phan Fourier

hiu han cia ham f(x) duge ky hiéu va xdc dinh bdi
1 f —inx r
ff{f(a:)}:%/f(x)e dr = f(n) n€Z (1.1)

va tong vo han

(FN)x) =Y fln)e™,

n=—o0
goi la chuoi Fourier cia ham f trén [—m; 7], f(n) goi la hé so Fourier thi n cia

ham f.
Dat

1 ™
a(n) = - / f(z) cos(nz)dx, v6in =0,1,2,...



b(n) = %/f(x) sin(nz)dx, véin=1,2,...

khi d6 chudi Fourier ctia ham f dudc viét lai duéi dang

(Ff +Z ) cos(nz) + b(n) sin(nz)]

Nhan xét 1.1. D¢ tich phan (1.1) ton tei thi f € L'[—m; 71| tuy nhién khong phdi
lic nao chuoi Fourier cia ham f cing hoi tu, t(fng ctia no cé thé khdc f. Su hoi
tu ctia chuoi Fourier dugc chi ra & Dinh ly Dirichlet
Hé qua 1.1 (Tinh duy nhét). Néu f € L [—m; 7] va f(n) =0 vdi moin € Z thi
f =0 trong L}|—m; 7]

Khi ham f tron ting khuc thi dinh 1y Dirichlet duéi day cho ta mdéi quan hé
gitta ham f va chudi Fourier cta no.
Dinh 1y 1.1 (Dinh 1y Dirichlet). Gid s ham f tuan hoan vdi chu ky 27 va tron

tiung khic trén doan [—m; | thi chudi Fourier ciia ham f hoi tu dén

S t) + £
Ménh dé 1.1. Cho ham f c6 dao ham cap hai khd tich Lebesque trén doan [—, 7).
Khi do,

()} = 5 [fm@e™ — f(=m)e™™] + inf(n)

T @)} = 5 L e = f(=m)ei™]

I e — f(—m)em) + )2 )

1.2.2 Phép bién dbi tich phan Fourier-sine va Fourier-cosine hitu

han

Dinh nghia 1.2 (Phép bién ddi Fourier-sine hitu han). /4, trang 408] Cho f la
mot ham lién tuc hodc lién tuc tung khic va kha tich Lebesque trén doan 0 < x < T,

thi phép bién doi Fourier-sine ciia ham f(x) dugc ky hiéu va dinh nghia bdi

FAf(x)}n /f ) sin nxdx (1.2)



vdi moin =1,2,3,...
Tong vo han,
2 o= ;
— Z fs(n) sin(nx)dx (1.3)

T
n=1

Dinh nghia 1.3 (Phép bién ddi Fourier-cosine httu han). Cho f la mot ham lién
tuc hodc lién tuc tung khic va kha tich Lebesque trén doan 0 < x < m, thi phép

bién doi Fourier-cosine ciia ham f(z) dugc dinh nghia bdi
FAf(2)}(n) = fu(n) = / f(x) cos nadx (1.4)
0

vdi moin =0,1,2,... Tong vo han,

2 o0
-z 1.5
7r E: ) cosnx (1.5)

/\

Ménh dé 1.2. Cho ham f c6 dao ham cip hai khd tich Lebesque trén doan [—, 7).
Khi do,
F{f'(2)} = —nfe(n)

TP (0)} = —n2fu) + () [F(0) + (=17 £ ()]
. 1.6
T f/(@)) = nfal) + 2[(-1)"f(x) ~ ) .
2

FAL (@)} = —n*fe(n) + —[(=1)"f(m) = £(0)]
(1.7)
1.2.3 Phép bién do6i tich phan cosine va sine hitu han
Dinh nghia 1.4. Cho ham f kha tich Lebesque trén [—m; 7]
(i) Phép bién doi tich phan cosine hitu han ciia ham f duoc ky hieu T {f(z)}

va zac dinh boi

TAf(x /f cos(nx) fc(n)7 n=0,1,2---



(i) Phép bién doi tich phdan sine hitu han cia ham f duge ki hieu T f(z)} va

xac dinh bdi
T{f(z)}H(n /f )sin(nx)dz, n=1,2,3-

(iii) Tong vo han
(T)(x) = 5Ful0 Z )cos(nz) + f(n) sinn)]

goi la chuoi Fourier cia ham f trén [—m; 7]

Meénh dé 1.3. Cho ham f c6 dao ham dén cap hai kha tich Lebesque trén doan
[—m; 7|, Khi do,

—_

T 7@y ) = T ) - fem)] 40T @)} )
T @) = CL ) - )] - T @) )
TAF ()} () = —nT{f ()} (n)

n

TAf @}n) = —(=)" [f(m) = f(=m)] = *T{ f(@)}(n)

— 3

1.2.4 Phép bién d6i tich phan Hartley hitu han

Dinh nghia 1.5 (Phép bién doi Hartley hitu han). a) Cho ham f khd tich Lebesgue
tréen doan [—m, | khi dé phép bién doi Hartley hitu han ciia f dugc dinh nghia

nhu sau

Hif(x 27T/f cas(nz)d f1( ),n €N

Hof(x 27r/f cas(—na)dz := fo(n),n € N

trong do, ham cas(nx) = cosz + sinz
b) Tong hitu han
F ~ )
O 5™ Futm) castna) + o) cas(—na)

n=1

(31 (w) =




duoc goi la chuoi Hartley cia ham f trén doan. Theo cdch tiép can & trén,

ta thay rang néu f € L*[—x, 7] thy Hf)(z) € L*[—n, 7).

Dinh 1y 1.2 (Tinh duy nhat). Gid si ham f kha tich Lebesgue trén dogn [—m, ]
vdi fi(n) = 0 (hodc fo(n) = 0) vdi moi n € N thi f = 0 trong khong gian
LY—m, 7].

Dinh 1y 1.3 (B6 dé Lebesgue-Riemann). Néu ham f khd tich Lebesgue trén doan
[—m, 7| tha

limn — oo/cas(nx)f(x)dx =0

Meénh dé 1.4. Cho f c6 ham cip hai trén doan [—=,w]. Thi

H{(2)) = —nIG{f @)+

(="
T [f () = f(=m)]

” = —n? x (D" ") — ' (—=7) = nf(n) +nf(—n
Hi{f"(2)} = —nFH{f(2)} + \/%[f() f(=m) = nf(r) + nf(—m)]
(="
V2r

Ho{f'(2)} = ndG{f(z)} +

Ho{ [ (@)} = —n*Fa{f(2)} +

[f(m) = f'(=m) + nf(r) = nf(=m)]

1.3 Tich chap cta cic phép bién doi tich phan dang

Fourier

1.3.1 Tich chap téng quat
1.3.2 Tich chap Fourier hiu han

Dinh ly 1.4 ([5] Tich chap Fourier httu han). Gid st ham f, g xdc dinh trén R
va tuan hoan vdi chu ky 2m. Néu f, g kha tich Lebesque trén [—m; w] thi phép bién
doi tich phan (1.8) la tich chap doi vdi phép bién doi tich phan Fourier hitu han

cting vdi bat dang thic chuan va dang thic nhan ti hoa

390 = 5 [ Flo = wglu)du (19



|73,

< WAk llglhs AFCf % 9) (@) n) = {T FH(n){T g} ()

Dinh 1y 1.5. Néu f,g € L'Y[—n, 7], thi moi phép bién doi tich phan dudi ddy
la tich chap tong quat va biéu thitc nhan ti héa tuong wng. Véi h € R a(z) :=
cosxh, 8(z) :=sinxh, y(x) = el

(f % 9)(x) = flx—y—h)+ flx—y+h)]g(y)dy, (1.9)

1
= 2\/%_ [
{F(f % 9)(@)}(n) = a(n(Ff)(n)(Fg)(n).
|£59] <11 gl

(§90) =35 [Vl —u=0 =Ty Wlatdds. (110
{F(f % 9)()}n) = Bn) (F 1) (n)(Fg)(n).
Hf;ig < 11711 lgl,
U 9)( g/fx—y h)g(y)dy. (1.11)

[F(f £ 9)(@)}n) = A1) (FF)(n)(Fg) ().
|£ 23] <11 gl

1.3.3 Tich chap cua phép bién do6i Fourier-sine va Fourier-cosine

Tich chap xac dinh vé6i cdc ham tuan hoan véi chu ky 27. Do do, ta dua ra hai

ham mé rong (thac trién) véi chu ky 27 cho mot ham xac dinh trén 0 < z < 7.

Dinh nghia 1.6 (Sy théc trién). Mot ham fi(z) dudc goi la mot thdc trién 1é

ctia ham f(z) vdi chu ky 27 néu

fl(x)—{ flo) e O@“} (112



Hay
filz) = f(z) ki 0z <
(1.13)
fi(—z) = —=fi(zx) ,filz+27)= fi(x) khi —oo <z < 00

Tuwong tw, mot ham fo(x) dudc goi la mot thdc trien chdn cia ham f(x) vdi chu

ky 27 néu

fo(z) = { fl@) méu OSasm } (1.14)

f(—=z) néu —7T<x<0
fo(w) = f(x) khi 0< 2z <7
(1.15)
fo(—z) = fa(z), folx+2m) = fi(z) khi —oco <2< 00
Dinh 1y 1.6 (Tich chap). Néu fi(x) va gi(z) la md rong tuan hoan lé va fa, go

la md rong tuan hoan chdn cia f va g tréen 0 < x < 7 thi

Tl f1(x) * gi1(x)} = —2fs(n)gs(n) (1.16)
Fel o) * ga(2)} = 2fe(n)ge(n) (1.17)
F{fi(x) * ga()} = 2f,(n)ge(n) (1.18)
F{ folx) x g1(2)} = 2fe(n)s(n) (1.19)

1.3.4 Tich chap ctia phép bién dbi cosine va sine

Dinh 1y 1.7. Cho f, g la cdac ham tuan hoan chu ky 2w va khd tich trén doan
[—7, 7] thi mdi phép bién doi tich phan (1.20); (1.21) la tich chap tong qudt va
dang thitc nhan & héa tuong ing

™

(£ 390 = 15z [ e+ 0+ fa=wlgde (120
TS D) = GHETE)
129 =151l
(F 3209 = 15 / e +w) — flo—w)glwydn, (121
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J_*x_g

Te,75,7s

1= A1 gl

Véi moi h € R dat a(x) = cos(xh) va () = sin(zh)

Dinh 1y 1.8. Néu f,g € L'[—n, 7], thi mdi phép bién doi tich phan 1.22, 1.23,
1.24, 1.25 la tich chap tong quat va dang thitc nhan té héa tuong ing

1

(15900 = 55 [ [Fa=us b+ fle—u=h)

—Tr

+ flx+u+h)+ f(z+u—h)]gu)du, (1.22)

{Te(f ;3? 9)(@)}(n) = a(n)(Tef)(n)(Teg)(n).

U5, 9@ = g5 [ [~ fa—uth) = fe—u—t

—T

Q
f;fcg

1= A1 gl

+ fle+u+h)+ f(z+u—h)]g(u)du, (1.23)
{Te(/ 335 g)()}(n) = a(n)(Tsf)(n)(Tsg)(n).

1= A1 gl

o
*
Ts,7Ts g

F b 060 = o [ [fe=uth) = fa )
+ flx+u+h)— flx+u—h)]glu)du (1.24)
[T.F % 9)@)}n) = B0)(TS)(0)(Tg) (n).

1= A1 gl

‘g
TS»‘IS

9@ = g5 [ o= uth) = fo—uh)

—T

— fle+u+h)+ f(z+u—h)]g(u)du, (1.25)
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(T % 9)@)}n) = B0)(Tf)(n)(Tog) (n).

Tca707Ts

L= 11 Mgl

70,70775 g

Dinh 1y 1.9. Cho f, g la cdc ham tuan hoan chu ky 2w va khd tich trén doan
[, 7] thi moi phép bién doi tich phan (1.26), (1.27) la tich chdp tong quat va

dang thic nhan tit héa tuong dng

™

0 90 = 5 [ @ =0 =S+ (126)
(7, 5 D@} = (00T
£, ol =11l
7290 = 155 / [fa—w+ fle+wlg@de (1.27)
(1.0, 5 00 = (TN )0
g &g 9= 11 lglly

Dinh 1y 1.10. Néu f,g € L'[—n, 7], thy mdi phép bién doi tich phan 1.28, 1.29,
1.80, 1.31 la tich chdp tong qudt va dang thidc nhan ti héa tuong ing

o 1
(f - g9)(x) = N

/[f(x—u+h)+f(x—u—h)
—fle+u+h)— flz+u— h)]g(u)du, (1.28)

{T(f_ ¥ _9)@)}n) = am)(Tef)(n)(T.g)(n).

Ts,7¢,Ts

«

J_*x_g

Ty T, T 1= [ fll llglly

o 1
(f g 9)(z) = N

/[f(x—u—f—h)—l—f(x—u—h)

+ flx+u+h)+ f(z+u—h)]gu)du, (1.29)
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[0

{T:(f _x _9)(@)}(n) = a(n)(T:f)(n)(Teg)(n).

Ts,75,7¢

«

f o x

Ts,7s,Tc

g)| v = [I£1ly gl

1
$00) = [ U= =S —u=i

— fle+u+h)+ f(z+u—h)]g(u)du, (1.30)
B

(T7 £ 9)@)}n) = B0) (T (1) Tug) ).
|74 4= 151101,
5 1
F by 00 = 7= [ [~ o=t k)« fa—u=)

— flx+u+h)+ f(z+u—h)]gu)du, (1.31)

(77, % 9@Hn) = BO)(Te) () (Teg) ().

8
x.9 1= |l 19l

1.3.5 Tich chap cta phép bién do6i tich phan Hartley

Dinh 1y 1.11 (Tich chap Hartley hitu han). Cho ham f zdc dinh trén R va tuan
hoan chu ky 2. Néu f va g kha tich Lebesgue trén doan [—m,m| thi moi phép
bién doi (1.82), (1.83), (1.34), (1.35) la tich chap Hartley tong qudt va dang thiic
nhan i hoa tuong ing

(f x g9)(x)

i

(F i @) = 57 / (@ + )~ Sz -

flx4+u)+ f(z —u)

N%
+ f(—2x +u) = f(=x —u)lg(u)du  (1.32)

Fregll <Uflligly, 36i(f # 9) ()} = fi(n)gi(n)

9{1

1




9—(1,9{1,9{2
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+ f(—x 4+ u) + f(—z — u)|g(u)du  (1.33)

<WHMMJﬂKf 3%mun=ﬁmmmw

flx4+u)+ f(z —u)

2\/ 277

+ f(=r+u) + f(—2 —u)lgu)du  (1.34)

<l lgl 360 9@ = R

2\/%/ (x+u) — f(z —u)
= f=r+u) + f(=r —u)lg(u)du  (1.35)
< LI Nl s FGACS 9)(@)} = fi(n)g(n)

F 9{1 Ho

Ngoai ra, néu f g khd tich Riemann va b chan trén dogn [—m, 1] thi nhiing ham

duoc dinh nghia boi tich chap o trén la nhing ham lién tuc.

Hé qua 1.2. Cho ham f zdc dinh trén R va tuan hoan chu ky 2w. Néu f va g
khd tich Lebesgue trén dogn [—m, ] thi moi phép bién doi (1.36), (1.87), (1.38),
(1.89) la tich chap Hartley tong qudt va ddng thic nhan té héa tuong ung

(f x

\

f

9)()

flx4+u)+ f(z —u)

N%
+ f(—=z +u) = f(—=x —u)]g(u)du  (1.36)

S 1F 11y llglly s FEA(S x g)(2)} = fa(n)(g)a(n)

2\/%/ (x4+u) — flx —u)

+ f(—x 4+ u)+ f(—z — u)|g(u)du  (1.37)

S I gl FACS o 9)(@)} = fi(n)(g)1(n)

flz+u)+ f(z —u)

2\/ 27r
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+ f(—x 4+ u) + f(—z — u)|g(u)du  (1.38)

17 e d]| <1 36 e D@} = Ao
(F i @) = 57 / (@4 )~ flz =

S+ fa - wlglde (1.39)
17 e d]| <IN 3 e )} = F)lano

Ngoai ra, néu f g khd tich Riemann va b chan trén dogn [—m, 1| thi nhiing ham

dugc dinh nghia bdi tich chap d trén la nhing ham lién tuc
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Chuong 2

UNG DUNG

2.1 Vanh dinh chuan.

Dinh nghia 2.1 (Vanh dinh chuan). Khong gian vector V cé cau tric vanh va
mot chuan dugc goi la vanh dinh chuan néu |Jvwl| < ||lv||||w||, vdi moi v,w € V.

Néu' V' c6 mot don vi nhan e, thi ||| = 1.

Trong 1y thuyét vanh dinh chuan, phép nhan hai phan ti c6 thé 14 phép nhan
chap. Trong muc nay, véi nhitng tich chap téng quat da cé bing cach trang bi
cho n6 cac chuan phit hgp ta chitng minh duge X := L'[—7; 7] 13 mot vanh dinh
chuan. Do d6 X la Banach*-algebra . Sau day, khi trang bi cho X nhiing chuan
phit hgp dé X cling v6i cac phép nhan chap cé trong cac dinh 1y va hé qua sau
Dinh 1y 1.4, Dinh 1y 1.5, Dinh 1y 1.7, Dinh 1y 1.8, Dinh 1y 1.9, Dinh Iy 1.10, Dinh
Iy 1.11 va Heé qua 1.2 tré thanh mot vanh dinh chuan.

Dinh ly 2.1. X cung vdi phép nhan chdp cé trong Dinh ly 1.11 va Hé qua 1.2 la

mot vanh dinh chuan khong cé don vi.
2.2 Phuong trinh vi phan thudng.

Xét phuong trinh vi phan tuyén tinh hé s6 hang

(Ly)(z) = g(x) (2.1)

v6i g(x) 1a ham cho trude. Xét L 1a toan ti

d2n+1 d2n—1 d
L= Ugnt1 7 5011 + S S + -+ L (2.2)
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vol aosn+1, Qaop—1, - Qa1 la cac héng Sé.

Vi du 2.1. (D¢ vong tinh cia mot dam dan hoi dong chat). Ta zét y(x) la do
vong tinh clia mot dam dan hoi dong chat cé chiéu dai hitu han 27. N6 théa man
phuong trinh can bang

d'y  W(x)

=w(x), - t<z<7 (2.3)
vdi cac dieu kién bién

() =i (@) =0, k=0,1,2t0 2 =—7 va z=m

W (x) la tdi trong thuc té tréen maéi don vi chieu dai ctia dam.

E la modun-Young cia dam

I la momen qudn tinh cia mat cat ngang cia dam.

1 ™
Do vong trung binh o = Dy [ y(z)dz
T

—T

2.3 Phuong trinh dao ham riéng.

Vi du 2.2. Bai todn truyén nhiét trong mién hitu han vdi diéeu kién Dirichlet.

Tim nghiém cta phuong trinh khuyéch tan
U = ktgy, — T<ax<m, t>0
vdi diéu kién ban dau va diéu kién bién nhu sau

0= u(m,t)
Up(—m,t) =0 =wuy(m,t) t>0,

u(z;0) = f(z)voi —m<zx <7

(i) Trudc tién ta st dung phép bién déi T, va T..
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Ta c6 dugc cong thitc nghiém nhu sau

u(z,t) = %QC(O, 0) + %Z[’&C(n, t) cos(nx) + us(n, t) sin(nx))

n=1

__fc )4 - Z[fc teos(nx) + fee P sin(n)]

(0.9]

=3/ f(é)d§+;z {e—’m% cos(né) /_7T f(&) cos(n&)de

n=1
+ e ginna /_ﬂ f(€) Sin(nﬁ)df}

(i) Ngoai ra ta ciing c6 thé sit dung phép bién doéi tich phan Hartley

Z fi(n cas(nx)

1 «— T
=5 e knt cas(na:)/ f(&) cas(n&)de
T n=1 -
Vi du 2.3 (Rung dong ngang ctia mot day dan hoi c¢6 chiéu dai hitu han). Ta
zét su rung dong cia mot day cé chieu dai 2r. Ham rung dong ngang v(z,t) théa

man phuong trinh song

0* 0*
a_t;}:cza—z, —rT<z<m t>0 (2.4)
i

vdi cac dieu kién bién va dieu kién ban dau
v(—m,t) =v(m,t), vi(—m, t) =v,(m,t), t>0

v(x,0) = f(x), vy(x,0)=g(x), —T<zx<mT
Nghiém cia (2.4) 1a

v(z, Z { ) cos(nt) + g1(n) sin(nt)| cas(nx)

cn

Vi du 2.4. Bai todn vé su on dinh nhiét trong mot dai hiu han vdi cac canh dugc
gitt ¢ mot nhiét do nhat dinh va mot ham diéu khién f(z) truyén lién tuc qua mdt
y = 0.

Tim nghiém w(x,y) cia phuong trinh Laplace

*w 0w

W_W7 —7r§x§7r,0<y<a,
L Y
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vdi dieu kién bién va dieu kién ban dau
w(—m,y) =w(m,y), wi(—my) =w,(my), 0<y<a

w(z,0) = f(z), wy(r,a)=0, —T<zx<m

Nghiém ctia phuong trinh
Z fi(n)[cosh(ny) — tanh(na) sinh(ny)] cas(nz)

Vi du 2.5. Phép doi hinh ngang cia dam dan hoi cé chiéu dai hitu han.

Ta zét phép doi hinh tai diém x theo phuong rudng dudi ma né la diém can biang
ctia dam trén truc x. Véi W (x,t) la khd nang tdi cia dam trém méi don vi chiéu
dai. Tvm nghiém y(x,t) théa man phuong trinh chuyén dong sau

@ i82y ~ W(z,1)
ort  a20t2 FEI

, 0<z<m t>0 (2.5)
EI

trong dé a> = ——, a la diém tich tiét dien ngang cia dam va p la t trong thang
pQ
ctia dam.

Néu dam tiép hop tai diém cudi thi

82
y(z,t) = axg—Otaz'xzovdx:W
Va thoa dieu kién ban dau
Jy

y(a,t) = f(x),

azg(:z:)taz' r=0 wa 0<z<nm

St dung hai phép bién déi Laplace va Fourier-sine tuong ng cho cac bién ¢ va

x, ta thu dugce cong thic nghiém

= % Z ys(n,t) sin(nx)

= — Zsm n [fs ) cos(ct) + §s(cn) sin(ct) (2.6)

+ EE/O sin ¢(t — 7)Ws(n, T)dT}

trong do,

:i/wf@)ﬁMn@dg gﬁwwzi/ﬂg@)ﬂmnadf
0 0
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2.4 Phuong trinh tich phan.

Nhiéu van dé todn hoc (phuong trinh vi phan véi diéu kién ban dau hay dieu
kién bién), co hoc, vat Iy dan dén nhitng phuong trinh trong d6 ham chua biét &

duéi dau tich phan. Nhitng phuong trinh ay goi 1a phuong trinh tich phan.

b
2 e+ e+ o= 1 2.1)

trong d6, A € C, —oo < a < b < oo cho trude, p, ¢, f 1a cac ham da biét, ¢ 1a

Xét phuong trinh

ham chua biét va K (z,u) := p(x — u) + q(x + u) goi 1a nhan.

2.4.1 Phuong trinh tich phan dang chap vé6i nhan Toeplizt
Xét phuong trinh

\/%/_ (x —u)p(u)du = f(x), (2.8)

trong do, A € C, p, f cho trudc, ¢(x) 1a ham can tim va ham p dugce biét nhu 1a
hach Toeplizt.

Ta 6, Ps, Pe lan luot 1a ky kiéu ciia cac hé s6 Fourier-sine va Fourier-cosine clia

ham p. Dat
D(n) = Pefe + 2\Pe + A% + PP (2.9)
Dy(n) = pefs + M — s Je (2.10)
Ds(n) = Pefe + Mo + s fs (2.11)

Dinh 1y 2.2. Gid s ham p lién tuc tung khic va tuan hoan chu ky 27 va ham f
c6 binh phuong kha tich

i) Néu \ # 0, thi ton tai mot so K* duong sao cho D(n) # 0 vdi moin > K*

i) Néu D(n) # 0 vdi moi n € N, thi phuong trinh (2.8) ton tai nghiém duy

nhat trong khong gian L|—n,w| vdi moi f € L|—x, 7] va dugc cho bdi
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2.4.2 Phuong trinh tich phan dang chap v6i nhan Hankel

Xét phuong trinh
oz T _Wq x+u)p(u)du = f(x), .

trong do, A € C, q, f cho trudc, ¢(x) 1a ham can tim va ham ¢ dugce biét nhu 1a
hach Hankel.

Ta ¢6, §s, G. lan luot 1& ky kieu clia cac hé sd Fourier-sine va Fourier-cosine clia

ham ¢q. Dat
D(n) =\ - qsqs — qeqec (2.14)
Di(n) = Gofs + Mfs — Gsfe (2.15)
DQ(”) = _(jcfc + >\fc - (js];s (216)

Dinh 1y 2.3. Gid st ham q lién tuc ting khic va tuan hoan chu ky 2w va ham f

co binh phuong kha tich
i) Néu \ # 0, thi ton tai mot so K* duong sao cho D(n) # 0 vdi moin > K*

i) Néu D(n) # 0 vdi moi n € N, thi phuong trinh (2.13) ton tai nghiém duy

nhat trong khong gian L|—m, 7] vdi moi f € LY[—m, 7] va dugc cho bdi

sin(nx)] (2.17)

2.4.3 Phuong trinh tich phan dang chap vé6i nhan Toeplizt-Hankel

Xét phuong trinh
1 ™
A ac—l——/ r—u)+qlz+u)lo(u)du = f(x), 2.18
p(z) NGr W[p( ) +q( )]io(u) f(z) (2.18)
trong d6, A € C, p,q, f cho trude, p(z) 1a ham can tim va ham p, ¢ lan lugt 1a
hach Toeplizt va Hankel.
Do cac ham lién tuc hodc lien tuc ting khic trén doan [—m, 7] ¢6 thé thac trién

chu ky 2m; & day gia st ham p, ¢ lién tuc ting khtc va tuan hoan chu ky 27 trén
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R.
Ta ¢6, Gs, . lan luct 1& ky kieu ciia cac hé so tich phan sine va tich phan cosine

cua ham ¢q. Dit
D(n) = A+ 2Xpe + (Pe + Ge) (Be — Ge) + (Ps + ) (s — Gs) (2.19)
Di(n) = Afs+ (Be + Ge) fs — (Bs + G5) fe
Dy(n) = Afe+ (e = @) fs + (Bs — ds) e
Dinh 1y 2.4. Gid s ham p, q lién tuc tung khiic va tuan hoan chu ky 2w va ham
f co binh phuong kha tich
i) Néu X\ # 0, thi ton tai mot s6 K* duong sao cho D(n) # 0 vdi moin > K*

i) Néu D(n) # 0 vdi moi n € N, thi phuong trinh (2.18) ton tai nghiém duy

nhat trong khong gian L[—m, 7| vdi moi f € L|—x,m| va dugc cho bdi

sin(nx)] (2.20)

1 D2 -

o) = Z

=1

Ta tim nghiém ctia phuong trinh (2.18) véi viec ap dung phép bién ddi Hartley.

V6i p1, Pa, G1, Go 1an lugt 12 cac hé sé Hartley clia cac ham p(z) va ¢(z). Dat

= A+ p1(n) + p2(n) + Gi(n) — G2(n) (2.21)

Ta c6 dinh 1y ton tai nghiém sau

Dinh 1y 2.5. Gid st ham p, q lién tuc tung khiic va tuan hoan chu ky 2w va ham
f co binh phuong kha tich

i) Néu \ # 0, thi ton tai mot so K* duong sao cho D(n) # 0 vdi moin > K*

i) Néu D(n) # 0 vdi moi n € N, thy phuong trinh (2.18) ton tai nghiém duy

nhat trong khong gian L[—m, 7| vdi moi f € L|—n,w] va dugc cho bdi
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o(x) = %%2((3)) + ;[%2((:)) cas(nx) + l;l((:)) cas(—nx)] (2.22)

Vi du 2.6. Tim nghiém cia phuong trinh tich phan tuyén tinh vdi nhan suy bién

sau

o(x) + 1 /ﬁ [sin 3(z — u) + 2 cos(z + u)]|p(uw)du = 8 cos®(z) (2.23)

™ —T
Trong trucng hop nay ta c¢6 duge cong thic nghiém
0. (z) = 8cos®(x) — sin(3z) — cos(3z) — 4 cos(x) (2.24)

—4 cos’(x) — cos(z) — 4sin(z) cos®(x) + sin(z) = p(x) (2.25)

Vi du 2.7. Tim nghiém ctia phuong trinh tich phan tuyén tinh vdi nhan khong

suy bien

: /_Wﬂ {sin( R v p(u)du (2.26)

SO(x)jL% r—u)—3 cos(z+u)+2

Trong trusng hgp nay chi cé thé sit dung cong thiic 2.22. Suy ra
Di(n) = Dy(n) =0 Vn >1.

Ta c¢6 nghiém cua phuong trinh (2.26) 1a

~ D1(0)
~ D(0)

p(z)
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KET LUAN

Sau mot thoi gian nghién cttu hoc héi tir nhimg tai lieu c6 duge em da hoan
thanh khoéa luan tot nghiép. Trong khéa luan nay em da trinh bay tu tudng noi
dung, hé thong cac tich chap clia toan ti Fourier va di gidi nghiém clia mot s6
phuong trinh dao ham riéng va phuong trinh tich phan véi nhan Toeplizt-Hankel.

Doéng gép chinh ctia khéa luan bao gom:
1. Xay dung dugc cac tich chap T, T, Hq, Ho.

2. Dinh 1y 2.1 chi ra ring khong gian L'[—; 7] dugc trang bi thém phép nhan
chap clia cac toan tit Hartley da tré thanh vanh dinh chuan khong c6 don

vi.

3. Giai lai cac phuong trinh dao ham riéng tuyén tinh bang cic toan ti tich

phan kiéu Fourier thay vi diing toan t Fourier nhu Titchmarsh.

4. Dua ra diéu kién can va du dé phuong trinh tich phan dang chap véi nhan

Toeplitz - Hankel c6 nghiém va dua ra cong thiic nghiém tuwong minh.

Tiép theo cac két qua ctia luan vin tac gid nhan thay c6 mot s6 van dé can nghién
ctiu tiép theo nhu: ma rong cac két qua nghién ciu clia cac phép bién ddi nay cho
16p ham khong tuan hoan va 16p ham c6 ham trong Hermite hay md rong cac két

qua nghién citu lén trén khong gian L'(R?).
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