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MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Ly thuyét nita nhom 1a mot phan tuong doi tré cia toan hoc. Nhu
mot huéng tach biet clia dai s6 v6i muc tiéu riéng ciia né, viéc xac dinh
ro cac bai toan va phuong phap nghién citu ctia ly thuyét nita nhom duge
hinh thanh khoang cach day 70 nam. Mot trong cac dong co chinh doi
véi sy ton tal mot 1y thuyét toan hoc nao do6 1a nhimg vi du thu vi va tu
nhién. Déi véi 1y thuyét nita nhom, sy lya chon 16 rang nhat cho nhiing
vi du nhu thé 1a nita nhom céac phép bién doi. Nhiéu phép bién doi khac
nhau ctia nhiing tap khac nhau xuat hién é moi lic va moi noi trong toan
hoc. Do hop thanh thong thuong ciia phép bién doi c¢é tinh két hop, méi
tap cac phép bién doi dong doi véi phép hop thanh va tao thanh mot nita
nhom.

Khi nghién ctiu ve 1y thuyét nita nhém, no sé gitp ching ta tim hiéu
duoc thong tin can thiét vé cac tinh chat ctia nhitng nhéom chita trong
nita nhom doé. Ngay nay, 1y thuyét ntta nhom co vai tro quan trong trong
viéc nghién cttu mot s6 nganh khoa hoc co ban nhu: toan hoc, vat 1y...

Ly thuyét nita nhom 0-don day du lien thong 1a mot phan quan
trong trong viéc nghién citu 1y thuyét nita nhém. Nam 1940, Rees da dua
vao khai niém nita nhém ma tran trén mot nhém véi phan tit khong, goi
la nita nhom ma tran Rees. Tt d6 mot 16p cac nita nhom rong hon da
dugc nghién cttu nhu nita nhoém don, nita nhém 0-don day du, ... Cac 16p
nta nhém nay c6 anh hudng rat 16n cho su phét trien sau nay cia 1y
thuyét ntta nhom.

Xuat phat tit nhu cau phat trién ctia Iy thuyét nita nhém va nhiing
tng dung ctia no, ching toi quyét dinh chon deé tai véi tén: "INita nhom
ma tran Rees trén mot nhém" dé tién hanh nghién ctiu. Chung t6i
hy vong tao duge mot tai lieu tham khdo tot cho nhing nguoi bat dau
tim hiéu vé Ly thuyét nita nhom va hy vong tim ra duge mot sé vi du
minh hoa dac sac nham gép phan lam phong phi thém cac két qua trong
linh vice nay.



2. Muc dich nghién ctu

Muc tiéu ciia dé tai nham nghién citu ntta nhém 0-don day du. Viéc
khao sat nita nhom nay dura trén viéc nghién citu cac quan hé Green, cac
idean trai va phai 0-tdi ticu va cau tric D-16p chinh quy ciia né. Dé tai
dé cap dén mot nita nhém ma duge bieu dién béi cac ma tran trén mot
nhém véi phan tit khong G, goi la nita nhom ma tran Rees. Dinh 1y Rees
khang dinh mdi nita nhom 0-don day du la dang cau véi nita nhém ma
tran Rees trén mot nhom véi phan i khong.
3. D6i tuong va pham vi nghién citu

D61 tuong va pham vi nghién ctiu clia dé tai 1a khéo sat nita nhom
0-don day di dya trén viéc nghién citu cac quan hé Green, cac idéan trai
va phai 0-toi ticu va cau tric D-16p chinh quy ctia nd, dé tai dé cap dén
mot nita nhém GV, goi 1a ntta nhém ma tran Rees.
4. Phuong phap nghién citu

e Thu thap cac bai bao khoa hoc ctia cac tac gia nghién cttu lién quan
dén Ly thuyét nida nhém va nida nhom 0-don day diu lien thong

e Tham gia cac buoi seminar hang tuan dé trao doi cac két qua dang
nghién citu.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién cta dé tai

e Tong quan cac két qua clia cac tac gia da nghien ctu lien quan dén
Nita nhom 0-don day di lién thong va ntta nhém ma tran Rees nham
xay dyng mot tai lieu tham khao cho nhitng ai muén nghién citu 1y
thuyét nita nhom.

e Chiing minh chi tiét va lam ro mot s6 ménh deé, cling nhu dua ra mot
s0 vi du minh hoa dic sdc nham lam cho nguoi doc dé dang tiép can
van de duoce deé cap.

6. Cau tric cta luan van

Ngoai phan md dau va két luan, luan van gom 3 chuong
Chuong 1. Cac kién thic co sé

Chuong 2. Nita nhém 0-don day du lién théng
Chuong 3. N1i#a nhém ma tran Rees

e Trong Chuong 1, ching toi trinh bay cac kién thic co s6 sé dung
cho cac chuong sau, nhu la khai niém ntta nhom, idéan, cac quan hé
Green va D-16p chinh quy.



e Trong Chuong 2, ching toi trinh bay cac khai niém va két qua ve
idean 0-toi tieu, ntta nhém 0-don, nita nhom 0-don day di, nita nhom
0-don day du lién thong.

e Nia nhom ma tran Rees, dinh 1y Rees, hang ctia nita nhom ma tran
Rees va bai toan ciec tri doi véi ching duge trinh bay trong Chuong
3.



Chuong 1

CAC KIEN THUC CO SO

1.1 Nua nhém va mot so khai niém lién quan
1.2 Cac vi du vé ntta nhém

Vidu 1.2.1. Cho X = {1,2,...,n}, khi d6 |X| = n.

1. Ky hitu 7x hoac 7, la nita nhém phép bién doi day du véi phép
hop thanh anh xa, do6 1a tap tat ca cac anh xa tiu X vao X. Khi do
’TX| =n".

New X = {12} th T3 = {(13).(11).,(43), (b)), trong ds
(i3) thay cho 1 — 4, 2—>]v612,] € {1 2} a co the xem céc
phantUcua’]}nhLInhLIngmatrannen’E {89),(88), (89, (D3

2. Ky hieu Px hoic P, la nita nhém phép bién doi bo phan trén X,
g0m tat ca cac anh xa tu mot tap con ciia X vao mot tap con cla

X. Khi dé |P,| = (n+1)".

Néu X' = {1, 2} thi P, = {0, (1),(%),(5),(3),(13
77 Cothésem Py = ((31), (34). (54 (1)
(96),(59)}

3. Ky hieéu Zx ho#c Z, 1a nita nhom ddi xting ngude, gom tat ca cac
anh xa mot - mot tir mot tap con cua X lén mot tap con cua X.

Khi d6 [T, = Y0 (1)*rl

Neu X = {1 Q}thlzZ {O( ) )7(%)7( ) (%%)7(%%)}
K do c6 the xem T, = {(§8), (1), (857, (08), (89) (¥0), (3¢

Vi du 1.2.2. Cho X la mot tap, goi By 1a tap tat ca cac quan hé hai
ngoi tren X. Trén By cdc phép toan hop thanh o duge dinh nghia nhu
saw: Vp, 0 € By : (a b) € poo < dr € X : (a,x) € pva(x,b) € o.
Khi d6 (By, o) la ntta nhém, goi la nita nhém cac quan hé hai ngoi trén

X.
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Vi du 1.2.3. Gia st [ 1a mot idéan cta ntta nhom .S. Trén S xét quan
hé p nhu sau Va,b € S : apb < a = b hoic a,b € I.

Khi dé p 1a mot tuong dang treén S va goi la tuong dang Rees theo mod
I. Cac 16p tuong duong ctia S theo mod p 1a I va cic tap mot phan ti
{a} véia € S\ I. Khi d6 ta viét S/ thay cho S/p va goi S/ 1a nita
nhom thuong Rees.

1.3 Cac Quan hé Green

Vi du 1.3.1. Cho S 1a nita nhém vé6i phép nhan duge dinh nghia & béng
sau:

e|a|b|c
allalbl|c
bllblac
cleclb|c

Khi d6 S'a = {a, b, c}, S'b = {a,b}, S'c = {c},aS' = {a,b,c},bS' =
{a,b,c},eSt = {b,c}. Do d6 aRb. Hon nita : L, = {a}, L, =
{b}, L. ={c}, R, = {a,b} = Ry, R, = {c}.

Ménh dé 1.3.1 (Bo dé Green). Gid st a va b la cic phan ti
R-tuong duong tuy 4 thuoc nida nhom S, tic la ton tai s,s € S!
sao cho as = b,bs’ = a. Khi dé cic dnh za x — xs(x € L,) va
y — ys'(y € Ly) la ngugc ciia nhau, bdo toan cic R-Idp va tuong
ung la cac anh xa mot-mot tw L, lén Ly va tw Ly lén L,.

Meénh dé 1.3.2. Gid st a va c la cac phan ti ctia D-1dp tuong duong
tuy ¢ thuoc nia nhom S, tic la ton tai b € S sao cho aRb va bLc
hay ton tai s,s’,t,t' € S théa as = b,bs' = a,tb = c,t'c = b. Khi
dé cac anh za v — txs(x € H,) va z +— t'zs'(z € H.) la ngugc cia
nhau, tuong dng la cac anh xa mot-mot tw H, len H,. va tu H, lén
H,. Dac biet |H,| = |H.| (nghia la hai 6 ciia "hop tring” cé cing so
phan ti).

Vi du 1.3.2. Cho S = Z3 (Xem Vi du 1.2.1). Dat Dy = {x €
S|rank(x) = 2}, 6 day rank(z) = |im(x)], S ¢6 34 phan tit va Dy ¢6
18 phan ti. Khi d6 Dy 14 mot D-16p cta S, Dy c6 3 R-16p va 3 L-16p.
"Hop tring" cia Dy duge cho ¢ Hinh 1.1.



1.4 D-16p chinh qui

B6 dé 1.4.1. Cho S la mét nita nhém. Khi dé

i) Néu phan tit a thuoc S la chinh qui thy D-lép D, la chinh qui.

i) Trong moi D-16p chinh qui cia S, moi L-16p va moi R-lop deu
chita liy dang. Do dé moi L-16p va moi R-16p chita it nhat mot nhom
H-1dp.

Dinh 1y 1.4.1 (Green). Cho H la mot H-1dp cia nita nhom S. Khi
do, hoac H* N H = () hodc H*> = H va H la mot nhém con cia S.
Ddc biét, moi H-Idp chita liy dang deu la nhom.

Vi du 1.4.1. Cho S = I5. Dat Dy = {z € S\Tcm/c( ) = 2},
(Xem Hinh 1.1). Khi d6 tap cdc phan tit luy dang ciia Dy 12 E(Dy) =

ta
{<§§§> , (688), (é%%) } Ta thay moi R-16p va moi L-16p ciia Dy
n ti cia F(Dy).

chtta mot trong cac pha

Dinh 1y 1.4.2. Néua,b € S thiab € R,N Ly khi va chi khi RyN L,
la mot nhom. Khi dé aHb Hb=H,H =H, =R,NL,

Dinh 1y 1.4.3. Cho a € D-ldp chinh qui D cia nia nhom S. Khi
dé i) Néu a' la nghich ddo cia a thi ' € D va hai H-l6p R, N Ly,
L, N Ry chita lan higt cdc phan tié lug dang la aa’ va d'a. ii) Néu
b & D sao cho R,N Ly, L,N Ry chita lan lugt cic phan t& lug dang e,
f. Khi dé Hy, chita a* la nghich ddo cia a sao cho aa* = e,a*a = f.
i) Mot H-16p khong chita qud mot phan tid nghich ddo cia a.

Vi du 1.4.2. Xét Vi du 1.3.2 vé "hop tring" ctia Dy. Khi d6

~

f:@8)e&m@m b:(

Dé dang tinh duge aba = a va bab = b, do d6 a va b 1a nghich déo clia
nhau. Hon nta, ab = f va ba = e.

Dinh 1y 1.4.4. Néu H va K la hai nhém H-Idp trong cung mot
D-1dp chinh qui thi H va K ding ciu vdi nhau.
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Chuong 2

NUA NHOM 0-DON DAY DU
LIEN THONG

2.1 Idéan 0-tdi tiéu va nia nhém 0-don

Dinh nghia 2.1.1. Mot nita nhém S duge goi la don (don trdi, don
phdi) néu n6 khong co ideéan thuc sy hai phia (trai, phéi).

Mot idean I cta nita nhém S dude goi la t6i tiéu néu né khong
chita thuc su cac idéan khéac ctiia S.

Mot idéan I ciia nita nhom S véi phan tit khong duge goi 1a idéan
0-toi tieu néu:

i) [ # {0},

ii) {0} la idéan duy nhat ctia S ma {0} C I.
Néu [ la idéan 0-tdi tiéu ctia nita nhém S thi do [2 C T nén [2 =1
hoac I* = {0}, hay 1a hoac I* = I hoac I la nita nhém v6i phép nhan
khong.

Ntta nhém .S v6i phan it khong duge goi 1a nita nhom 0-don (0-don
trai, 0-don phai) néu:

i) S% # {0}

ii) S chi c6 cac idean hai phia (trai, phai) 1a {0} va S.
Vidu 2.1.1. Goi J, = {x € Ms(K)|rank(x) = 2}. Khi d6 J3 1a niia
nhom 0-don. O day, Ms(K) la vanh céc ma tran vuong cap 3 lay he so
tren K.

Bo6 dé 2.1.1. Néu S la nita nhém 0-don phdi (trdi) thi S\ {0} la
mot nia nhom con don phdi (trdi) cia S.
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B6 dé 2.1.2. Nida nhém S vdi phan ti khong la 0-don khi va chi khi
SaS = S vdi moi a thuoc S\ {0}, nghia la néu va chi néu vdi mos
a,be S\ {0} ton tai x,y € S sao cho xay = b.

B6 dé 2.1.3. Gid st L 1o mot idéan 0-téi tiéu cia nita nhém S khi
dé hodc L* = {0} hodc L la niia nhém 0-don.

Bé dé 2.1.4. Gid st L la mot idéan trdi 0-t61 tiéu ciia nita nhém S
vdi phan ti khong va u € S. Khi dé Lu hodc bang {0} hodc la idéan
trai 0-toi tiéu cia S.

Dinh 1y 2.1.1. Gid st S la mot nida nhém vdi phan tid khong va I
la idéan O-téi tiéu cia S chita it nhat mot idéan trdi 0-toi tiéu cia S.
Khi do I la hop cla tat ca cic idéan trdi 0-toi tieu cia S chita trong
I.

Dinh nghia 2.1.2. Cho S la mot ntta nhém. Ta goi mot chuoi chinh
cia S la chudi cac idean
S=I1,>01,,>..D00>1,D0.
sao cho v6i 7 = 1,2,...,n moi I;_; la cuc dai trong I;. Ta goi cac
thuong ctia chudi chinh (2.1) la cac nita nhom thuong Rees I; /11, (j =
1,2,...,n). Khi d6 S 1a hop cta cta (I, \ I,_1), (Lp_1 \ In_2), ..., (11 \
]0)7 ([0 \ @) va
I;/ I = I\, U{0}

Iy D 0, trong do Iy = {0}, 1, = {x € S|rank(z) < 1},I, = {x €
S|rank(x) < 2} 1a mot chudi chinh cac idéan véi cac thuong Rees

= I3/I, = {x € S|rank(z) = 3} U {0},

= L,/I, = {x € S|rank(x) = 2} U {0},
]1/10 {z € S|rank(z) =1} U {0},
Jy = I/l = {x € S|rank(z) = 0}.

2.2 Ntta nhém 0-don day du

Dinh nghia 2.2.1. Mot nita nhom khong don (0-don) day di la nita
nhom don (0-don) chiia luy dang nguyén thuy.
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Dinh ly 2.2.1. M6i nia nhém 0-don hitu han la 0-don day di.
Vi du 2.2.1. Cho S = Z3. Khi d6 céc nita nhém thuong Rees

J' ={z € Slrank(z) =i} U{0}, i=0,1,2,3
1a hitu han nén ching 13 nita nhoém 0-don day du.

Bo6 dé 2.2.1. Néu L la mat idéan trdai 0-téi tiéu ciia nita nhom S vdi

phan ti khong thi L \ {0} la mot L-16p cia S.

Bo6 dé 2.2.2. Gid st S la mot nita nhém O-don chita idéan trdi 0-tdi

tiéu va idéan phdi 0-toi tiéu. Khi dé moi idéan trai 0-toi tieu L cia S

ing vdi it nhat mot idéan phdi 0-t6i tieu R ctia S sao cho LR # {0}.

Bé dé 2.2.3. Gid st S la mot nia nhom 0-don, L va R tuong ing

la cdc idéan trdi va phdi 0-toi tieu cia S sao cho LR # {0}. Khi dé
i) RN L la mot nhém vdi phan ti khong.

ii) R =eS,L = Se va RL = eSe vdi e la phan ti& don vi cla
nhém (RN L)\ {0}

iii) e la lug dang nguyén thuy cia S.

Dinh 1y 2.2.2. Cho S la nita nhém 0-don. Khi dé S la 0-don day
di khi va chi khi né chita it nhat mot idéan trai 0-toi tiéu va it nhat
mot idéan phdi 0-toi tiéu.

Dinh 1y 2.2.3. Cho S la mot nita nhém 0-don day di. Khi dé S la
hop ciia cdc idéan trdi (phdi) 0-toi tiéu clia né.

Dinh nghia 2.2.2. Mot nita nhom S dudgc goi 1a D-don hoic song don
néu né chi gom mot D-16p.

Dinh ly 2.2.4. Mot nia nhom 0-don day di la 0-song don va chinh
qus.

Dinh 1y 2.2.5. Gid st S la nita nhém 0-don day di. Khi dé
i) Néux € S va x* # 0 thi 2* € H, va H, la mot nhom.
ii) Neuz,y € Svaxy #0 thhay € R, N L,

iii) Névz,y € S thh H,H, = {0} hoac H,H, = R, N L,. Lic
16 H,H, = H,,.

Dinh 1y 2.2.6. Cho S la mot nita nhém 0-don day di. Khi dé
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i) ROR; =L y\NL,=0, vdi moii # j va A # p.

ii) Vai moi tap H;y la khdc rong.

iii) S = (Uie] Ri)U{O} - (UAGA L/\)U{O} - (Uie[,)\e/\ HZ-)\)U{O}.
iv) |Hp| = |Hju| vdi moii,j €1 va A pe A

v) Bat kyi € I va X € A, hodc H;y la mot nhém con ciia S vdi
phan ti don vi duge ky hiéu la e;, hodc H;y U {0} la nia nhom
vd1 phép nhan khong.

vi) Néu H;y va Hj, la cic nhom thy Hiy = H;,.

vii) Moi R; chita it nhat mot nhom H;,, méi Ly chia it nhat
mot nhom Hy.

viii) Cho s; € H;\ va sy € Hj,, khi d6 150 € H;y, néu Hjy la
mot nhom va s189 = 0 trong truong hop con las.

ix) Cho s € H;y. Néu ton tai j € I ma H;y la mot nhom, khi
nhom thi L,s = Ly va H;,s = H;) vdi moi j € I.

x) Néu H;y la mot nhém thi e;y la don vi trdi cia R; va la don
vi phdi cia Ly. H; U {0} = e;\Seiy vdi moii € T va A € A.

xi) Néu H;y va Hj, la nhiing nhom thi bat ky s € H;y ton tai
duy nhat 8" € H;, sao cho ss's = s va s'ss’ = §'; vivay ss' = e,
va §'s = e, va dnh ra x — s'xs la mot dang cau tw H;, lén

H;).

Vi du 2.2.2. Cho S 1a ntta nhém 0-don day du véi "hop tring" duge
cho 6 Hinh 2.1, trong dé cac 6 c6 gach chéo la cac nhom. Ta c6 s; €
H17, Sy € H45. Vi H47 la mot nhém nén S$1S92 € H15 nhu’ng S981 = 0
do His khong phéi 1a mot nhom. Do Hsy va Hgy 1& nhiing nhom nén véi
phan ti tuy v ¢ € Hgy, c6 duy nhat mot phan tit nghich dao t' € Hsy
thoa €64 — tt' va €39 — t't.
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L1 LQ L3 L4 L5 LG L7 L8

R, °® 51152 ///‘?L

Ry

Rs ) = [tety! o () = 595,
R, ° S}

R

Ry °t %64 = tt’

Hinh 2.1: Mo ta "hop trung" cia S
2.3 Nita nhém 0-don day du lién thong

Bo6 dé 2.3.1. Cho S la mot nita nhém 0-don day di. Khi dé

i) Newx € Hy vay € Hj, thh xy # 0 khi va chi khi H;y la
mot nhom, lic do xy € H;,.

ii) Néu ton tai x € Ly sao cho xa # 0 thi ya # 0 vdi moi
y € Ly. Doi ngau ta cé6, néu ton tai v € R; sao cho ax # 0 th
ay # 0 vdi moi y € R;.

iii) 129...x, = 0 khi va chi khi it nhat mot trong cdc tich
T1To, ToX3, ..., Tp_1L, bang 0

iv) Néu p € F(S) thi phan ti& nghich ddo cia p cing thudc
F(S).

Dinh nghia 2.3.1. Cho S 1a ntta nhém 0-don day du tuy v. Do thi cia
S, ky hieu 1a I'(.S), gom tap céc dinh va cac canh noi nhiing cgp dinh;
trong do, tap cac dinh ctia I'(9) 1a

{(i,\) € I x A|H;, 1a mot nhom}

Hai dinh (i, A) va (j, ) duge goi 1a ké nhau néu va chi néu ¢ = j hodc
A = p. 6 day, ['(S) chinh 1a mot don do thi vo hudng.

D6 thi ['(\S) duge goi 1a lién thong néu véi hai dinh phan biet bat
ky (i, A) va (j, p) ctia I'(\S) bao giv cling 6 mot duong di ndi hai dinh
(i, A) va (5, p). \ o

Mot nita nhom 0-don day dua duge goi 1a lién thong néu do thi ctia no
dugc goi la lién thong,.
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Dinh ly 2.3.1. Cho S la nita nhém 0-don day di. Cac diéu kién sau
la tuong duong:

i) I'(S) la lien thong.
ii) LyF(S)R; =S vdi moii € I va vdi moi A € A.
iii) F(S) N H;\ # 0 véi moi i € I va véi moi X € A.
iv) Vdi moii,j € I va A\, ju € A ton tai phan ti p(i, A, J, 1),
q(i, A, j, ) € F(S) sao cho anh xa
o(i, N, j, ) :Hiy — H;,
x> pli, A, j, Wrq(i, A, j, 1)
la mot song anh.
Néu H;y va H;, la nhiing nhoém, thi cac phan tip(i, A, 7, ), q(, A, 7, i)

co thé chon sao cho

AUPWADRE LG NTR Y
vdi G(i, N, J, i) la dang cau nhom.

Vi du 2.3.1. Néu S 1a ntta nhom don day du thi tat cd cac H;y, vdi
i € I, € Alanhom con cia S. Do trong moi nhém cac phan ti luy
dang 1a phan tit khong hogc phan tit don vi nén e;, € F(S) N H;y, véi
moi ¢ € I, A € A. Theo Dinh ly (2.3.1)(ii) ta ¢6 I'(:S) 1a lien thong va
tap dinh ctia ['(S) 1a toan bo tap I x A.

Vi du 2.3.2. Cho S la ntta nhom 0-don day du véi "hop tring" cia S
duge cho bdi Hinh 2.4, trong do cac 6 duge gach chéo la nhiing nhom.
Khi d6, do6 thi I'(S) ctia S duge cho béi Hinh 2.5. R rang ['(.S) 1a lien
thong.

(1,1)
L1 L2 Lg L4 (674> N (172)

Rl (67?))
R2 <271)
Rs (5,4)
Ry (2,3)
R (5:2) S A

’ .ég \ (3.2)

41

Hinh 2.4: Mo t4 "hop triung" cia S Hinh 2.5: Do thi ctia S
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2.4 Hang ctia nita nhém 0-don day du lién théng

Bo dé 2.4.1. Cho S la nita nhém 0-don day di, goi T' la nita nhém
con ciia S, gid st ton tai iy € I, \g € A sao cho H;,y, la mot nhom.
Néuw 0 € T,H;p, €T vaT N Hjy # 0 vdi moii € I, €A, th
T=S5.

Dinh 1y 2.4.1. Cho S la nia nhém 0-don day di, gid si ton tai iy €
I, Mo € A sao cho H;,), la mot nhém. Néu A € H,,y, sinh H; ), nhu
mot nita nhém, néu by € Hix, A € A\{ o} vac; € Hyy,,i € T\{io}
la cdc phan t tuy § thi tap

X = AU{by|Mg # A€ A} U{qlig #£i e 1} U{0}.
la tap sinh cua S.
Hé qua 2.4.1. Néu S la nita nhém 0-don day di, khi do

max (||, |A]) < rank(S) < rank(G) + |I| +|A] — 1
trong dé G' la nhém Schutzenberger cia S.

Vi du 2.4.1. Cho nita nhéom S ¢6 5 phan ti v6i phép nhan duoe cho
trong bang sau:

e |0ja|b|c|d
0)1010]0]0/0
all0lalb|0]0
b|O|a|blal|b
c|O0lcld 0]0
d{{0|cl|d|c|d

Ro rang S 1a 0-don, hitu han nén né 1a 0-don day dia. S c6 2 R-lép
khac khong 1a Ry = {a,b}, Ry = {c,d} va c6 2 L-16p khéac khong 1a
L, ={a,c}, Ly = {b,d}. Mat khac, S dugc sinh ra béi tap {b, ¢}. Suy
ra

rank(S) = 2 = max(|1|, |A|).

Vi du 2.4.2. Cho G 1a mot nhém. Dat S = G U {0}, khi d6 S 1a nita
nhém va duge goi 1la 0-nhém. Ta ¢6, ntta nhom S 14 0-nhém khi va chi
khi

aS = Sa=5,Va e S\ {0}.
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Vay S 1a nita nhém 0-don day di véi [I| = |A| = 1. Khi d6, mdi tap
sinh S ¢6 dang A U {0}, trong d6 A 1a tap sinh ctia nhém G, vi vay
rank(S) = rank(G) + 1 = rank(G) + |I| + |A| — 1.

Khi xét dén nita nhom 0-don day du lién thong, ta gia st rang cac phan
t p(i, A\, g, i), q(, A, 7, i) va anh xa @(, A, j, i) da duge deé cap dén ¢
Dinh 1y (2 3.1).

Bo6 dé 2.4.2. Cho S la nita nhom 0-don day di lién thong. Khi do
vdi moi i, ) € I; )\, u € N\ va vdi moi a € H;y thi
a € F(9)[p(i, A, J, ) (a)| F(S).

B0 dé 2.4.3. Cho S la nita nhém 0-don day di. Néu H;y la mot nhém
thi
Gi)\F( )62/\\{0} H)\ﬂF(S)

Bo6 dé 2.4.4. Cho S la nita nhom 0-don day di lién thong, gid st
A=Aa, a9, ....,a;} C S wvdia, € Hi,,s=1,2,...,t

va gid st H;y la mot nhom voii € I, A € A. Néu dat

B = {¢p(i1, A1, 3, A)(a1), ¢(ia, Ao, i, A)(as), ..., d(is, A, 4, A)(ar) } € Hiy

hi
t (F(S)U A) N Hiy = ((F(S) N Hy) U B).

Bé dé 2.4.5. Cho S la nda nhém 0-don day di lién thong va i, j €
I\ YIRS € A. Néu H;) va Hj, la nhitng nhém thi ton tai dang cau
801, N, ) Ho — Hi a0 cho 63, A, j, 1) (F(S) M Hiy) = F(S)N
H,;

JH:

Dinh nghia 2.4.1. Cho S la ntta nhém va 71" 14 nita nhém con cia S.
Hang ctia S modulo T, ky hiéu la rank(S : T), 1a lyc lugng nho nhat
ciia mot trong tat ca cac tap A C S ma thoa man (AUT) = 5.

rank(S :T)=min{|A|: AC S, (AUT) =S5}.
Nhan xét:
i) rank(S :S) =0, rank(S:0)=rank(S).

ii) rank(S : T) = rank(S : (T)), rank(S :T) =0« S =
(T).
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Bbé dé 2.4.6. Cho S la nita nhom 0-don day di lien thong vdi H;y la
mot nhom H-1dp cia S va U C F(S). Khi dé
rank(S : U) > rank(H;y : H;y N F(S)).

Hé qua 2.4.2. Cho S la nita nhém 0-don day du lién thong. Néu H;y,
la mot nhom H-Idp thi

rank(S) > rank(H;y : H;y N F(S)).

Bo dé 2.4.7. Cho S la nita nhém 0-don day di hitu han, gid st H;),
la mot nhom, dat

m = maz(|I|, |A|,rank(H;, : H; N F(9))).
Khi dé ton tai A C S vdi |A| = m sao cho S\{0} = (A).

Dinh 1y 2.4.2. Cho S la nia nhém 0-don lién thong hiu han, goi
{R;|i € I} va {L\|\ € A} lan lugt la tap tat cd cic R-16p va L-16p
khdc khong cia S, va H;y = R; N Ly la mot nhom H-1dp khdc khong
bat ky cia S. Khi do

(i) Néu S c6 udc cia khong thi
rank(S) = max(|I|,|A|,rank(H;, : H;y N F(S))).
(ii) Néu S khong cé udc cia khong thi
rank(S) = max(|I|, |A|, rank(H;, : H;y N F(S))) + 1.
Hé qua 2.4.3. Néu S la nita nhém don hitu han th
rank(S) = max(|I|, |A|, rank(H;y : H;y N F(5))),

trong dé |I| va [A] lan hegt la so idéan phdi toi tieu va idéan trdi toi
tieu cia S; H;y la giao bt ky cia idéan phdi va trdi toi tiéu trén.
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Chuong 3

NUA NHOM MA TRAN REES

3.1 Ni®a nhém ma tran Rees

Dinh nghia 3.1.1. Gid st I va A 1a cac tap tuy . Mot 1 X A ma tran
Rees tren GV 1a I x A ma tran trén G° ¢6 khong qua mot phan tit khéc
khong. Néu a € G,i € I, A € A thita ky hicu A = (a); 1a I X A ma
tran Rees tren G ¢6 phan tit @ nam ¢ dong ¢ cot A clia A, con cac chd
khac déu bang 0. V6i méi ¢ € I, X € A, ky hieu 0 = (0);, 1a I X A ma
tran khong.

Gia st P = (py;) 1a A X I ma tran c¢d dinh trén G°. Dat
S={A=(a)nlaeGiecl \eA}

Trén S ta xac dinh phép toan o nhusau: VA, B € S: Ao B = APB.
Cu thé la:

+V61 A = (G,)i/\,B = (b)ju c S : (CL)Z')\ O (b)ju = (Clp)\jb)m €
S, Va,b € G.

+ Véimoi A, B,C € S: Ao(Bo(C)=AP(BPC) = (APB)PC =
(Ao B)oC.

Vay (S5,0) la mot nita nhém, goi 1a nita nhém I X A ma tran Rees
tren mot nhom véi phan tit khong G° v6i ma tran dem P, ky hieu la
MY(G; I, A; P). G duge goi 1a nhém co s6 ctia M.

Ta c6 the xay dung nita nhom ma tran Rees theo cach sau:
bat S = {G x I x A)U{0} ={(a;i;\)|a € G,i € I, € A} U{0}.
Trén S xac dinh phép toan o nhu sau:

, _ (apjab; i; 1) néu py; # 0,
(a;3;X) o (b; ji ) =

0 néu py; = 0.
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0o (a;i; ) =(a;;;\)o0=000=0.
Khi d6 (S, o) duge goi la nita nhém ma tran Rees MO(G; I, A; P).

Nita nhom MO(G; I, A; P)\{0} goi la nita nhém I X A ma tran
Rees khong chtta phan tt khong trén nhom G véi ma tran déem P, ky
hieu M(G; 1, A; P).

Ta c6 the dung ca hai ky hieu (a);, va (a; 2; A) tlty theo truong hop
cu thé ma khong phan biét gitta "ma tran Rees" va "bo ba"; dong nhat
phan tit khong ctia S vdi tat ca cac bo ba dang (0;4; A) va ky hieu (0);,.

Dé khoi phtic tap, ta sé st dung lai cac ky hieu dudi day, giong
cac ky hiéu trong Chuong 2 nhung doi v6i nita nhom ma tran Rees
MG 1, A; P):

- L/\ = {(CL)Z')\‘CL c G,’L € ]} va LO = L)\ U {0}
- Z')\:RZ'UL)\:{<CL)Z')\‘CL€ G}

Tu day trd ve sau, khi nhac dén nita nhom 0-don day du S thi céc
ky hieu R;, Ly, H;\ cia S duge cho nhu Dinh 1y (2.2.6).
Bo dé 3.1.1. Nita nhém ma tran Rees M°(G; I, A; P) la nita nhom
chinh qui khi va chi khi moi dong va moi cot cia P chita mot phan
ta khac khong.
Vi du 3.1.1. (Nita nhém 0-bang chit nhat). Cho G = {1} 1a mot
nhom, I = {1,...,m},A={1,...,n}va P =(py)la A X I ma tran
chinh quy trén {0, 1}. Dat .S = (I x A)U {0} v6i phép toan o duge xac
dinh nhu sau:

, , (i, 1) méupy; =1
(i, M) 0 (4, ) = {
(i;0)00=00(i;A\)=000=0,V(i,\) € I x A.
Khi d6 (S, o) 1a ntta nhom, goi 1a nita nhom 0-bang chi nhat.

Bo6 dé 3.1.2. Cho M°(G;I;\; P) la nita nhém ma tran Rees trén
G° vdi ma tran dém P. Khi do
i) RY la idéan phdi ciia M° vdi moi i € I; hai phan ti R-tuong
duong cia M \ {0} cang thuoc mot R; vdi i nao dé thuoc I.

0 nguge lai,

ii) Néu P chinh qui thy méi i € I, R) la idéan phdi 0-toi tieu ciia
M va R; la mot R-1dp.
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iii) Néu ton taii € I théa py; = 0 vdi moi A € A thi RY la idéan
hai phia cia M° sao cho M"o RY = {0}; ddc biet (RY)? = {0}.

iv) Tap Hi\(i € I,\ € A) chita liiy ddng khi va chi khi py; # 0.
Néu py; # 0 thy H;y la mot H-16p ciia MY va la nhém con ciia
MO wdi phan ti don vi ey = (py)in. Anh za a — (apy})iy la
dang cau tu G lén H;,.

v) Vdi moii,g € I va A\, u € N\ ta co

Hw néu p)\j 7é O,

{0} néupy; = 0.

Dinh 1y 3.1.1. Nia nhém ma tran Rees M°(G; I, \; P) la 0-don
day di khi va chi khi né la chinh qui.

Hi)\OHju: {

3.2 Dinh 1y Rees

Dinh 1y 3.2.1. Méi phan ti thuoc D déu biéu dién mot cach duy nhat
dudi dang r;aq, véia € Hy,i € I,N € A. Anh za ¢ - M° — T zdc

dinh bor
riaqy, néua # 0,
plla)n] =

0, néuw a = 0.
la mot dang cau. Dac biet ¢ : MO\{0} — D la mot dang cau, trong
dé ¢ [(a);] = riaqy.
Dinh ly 3.2.2. (Dinh ly Rees). Nia nhém S la 0-don day di
khi va chi khi né dang ciu vdi mita nhém ma tran Rees chinh qui
MG I, A\; P).
Hé qua 3.2.1. Cho S la nia nhém 0-don day di, vdi cic ky hiéu
dugc cho nhu trong Dinh lij (2.2.6). Gid st H,,), la mot nhom. Vi
moi © € I va moi A € N chon s; € Hy, vaty € H,,, dit P =
(txSi)aehsicr- Khi d6 P la chinh qui va S = MO(H,\; I, \; P).
Vi du 3.2.1. Cho S = 7. Ta c6 J) = {x € S|rank(z) =2} U {0}
14 ntta nhom 0-don day di. Do dé ta c6 thé tim mot nita nhom ma tran
Rees dang cau véi Jy. Dat G = Hyy, theo Vi du (1.3.2) ta co:

Hyy = {e= (§g§) 4= (§§’§) Vvl ={1,2,3},A = {1,2,3}.



19

P = (828) ~ (698) Vay JO 2 MO(Hy 1, A P).

00e 001
Dinh 1y 3.2.3. Cho S la nita nhém don day di, vdiiy € I, \g € A\ tuy
y. Vdimoit € I va moi X € A chon s; € Hy, vaty € H;, dat P =
(txsi)aenicr- Khi d6 S = M(H;y,; I, \; P). Dac biét, moi niéa nhom
don day di la dang cau vdi niia nhém ma tran Rees M(G; I, \; P).
Dinh 1y 3.2.4. Hai nia nhom ma tran Rees chinh qui
S=M" G I,\;P) vaT = M (K:;J M;Q)

la dang cdu khi va chi khi ton tai mot dang cau 0 : G — K, cdc song
anh - I — J, x : N — M wva phan tiu; (i € I), vy (A € A) trong
K sao cho 0(pyi) = UaGyaye(i)i-

Pinh 1y 3.2.5. Hai nia nhém ma trin Rees trén cung mot nhom G°
S=MG,I,\;P)va T =M"G;I,A;P)
la dcfng cau vdi nhau nén ton tai anh ra i — w; tu I vao G va dnh za

A= vyt A vao G sao cho P\, = v\pru; vdi moi i € I va A € A,
trong dé P = (py;) va P = (p),).

Vi du 3.2.2. Cho G = (a) = {a", d', a* a?, a*} 1a nhém xyclic cap 5
sinh béi phan t1t a véi phép toan nhan. Cho S = M%(G; {1, 2}, {1,2}; P)

VOl 1
a

Khi d6 S dang cau véi nita nhom

T = M°G;{1,2},{1,2};Q), trong d6 Q = ( (1) % ) :

Dinh nghia 3.2.1. Mot A X I ma tran P = (pm) tréen mot nhom G
dugce goi la ¢6 dang chudn néu Px1 = P = lg v6i moi ¢ € I va moi
A e

Pinh 1y 3.2.6. Néu S la nita nhom don day di thi S dang cau vdi
nita nhém ma tran Rees M(G; I, \; P) véi P c6 dang chuan.

3.3 Hang cua nita nhém ma tran Rees

Dinh nghia 3.3.1. Cho S = M%G; I, A;G) la ntia nhom ma tran
Rees chinh qui. Do thi phan doi cia S, ky hieu la T'(P), 1a do thi gom
tap dinh la T U A (gia sit I va A 1a roi nhau) va hai dinh 2 € T va A € A
g0i 12 ke nhau néu py; # 0.
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Hai dinh z,y € I'(P) dugc goi la lien thong, ky hiéu x > y néu
c6 mot duong di bat dau tur x va két thic tai y. Neu m = 2, — 2o —
. — 2; la mot duong di trong I'(P) thi gia tri cia m duge dinh nghia

la
V(m) = ¢(21, 22)-0(22, 23)eeeer (2421, 2t),
trong do
o(i, \) =py, ¢\ i) =pu (€, XEA).

Qui ude rang gia tri cta duong di z — z 1a 1g (don vi clia GG).
Ky hieu P,, la tap tat ca cac duong di lien thong gita = va y, va dat
tap cac gia tri cua cac duong di la:

Viy = 1V (m)|m € Pyy}.

Qui udc: Néu x khong lien thong véi y thi V,, = 0.

A

S =MG;I,A;P) ['(P)
Hinh 3.1: D6 thi ['(P) ctia S 1a lién thong.

Dinh 1y 3.3.1. Cho S = M"(G; I, A; P) la nita nhém 0-don day di.
Khi dé nita nhom sinh bdi tap cac phan ti liy dang cia S la

F(S)={(a) € Slixa\,a € Vy}U{0}.

Dinh 1y 3.3.2. Cho S la nia nhém ma tran Rees M°(G; 1, \; P).
Khi dé S la lien thong khi va chi khi do thi I'(P) la lién thong.

Vi du 3.3.1. Cho G = {(a) = {d°, a', a*, a’, a*} 1a nhom xyclic cap 5
sinh bdi phan tit a. Goi S = M (G, {iy, 1,13}, {1, Ao, A3}; P) trong

do:
a’ a® 0
P=[0 0 a*].
at 0 a°
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Khi d6, do thi I'(P) ctia S 1a lien thong (xem Hinh 3.2).
A A A

1 g i
Hinh 3.2: Do thi ['(P) zéﬁa S 1a lién thong
Vi du 3.3.2. Cho G = {1, a} 1a nhém xyclic cap 2, cho
S =MUG:{1,....4},{1,...,4}; P)

trong do

P pu—

o OO

0
0
0
1

OO R
oo O

Khi do, do thi I'(P) cia S 1a khong lien thong (xem Hinh 3.3).
1 2 3 4

a)
112

1 2 3 4
Hinh 3.3: D6 thi I'(P) ctia S 1a khong lien thong

Bd dé 3.3.1. Anh xa
Y:Hy — G
(9)11 = gpu
la mot dang cau nhom va Y(Hy N F(S)) = Viipi.
Bo de 3.3.2. Néu
T=1; > XN =% —> X — 03— A3 — ... > A\ — 1, — 1
la mot duong di trong Py,1,. Khi do
V(TP = @1, @i Dty Drais@rgiy - -0r 162Gy,

Bo6 dé 3.3.3. V1,1, p1,1, dugc sinh bdi tip A = {q|i € I, € A}.
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Dinh 1y 3.3.3. Cho S = M (G; I, \; P) la nita nhém ma tran Rees
hitw han lién thong, vdi ma tran P chinh qui, py; # 0 va ton tai
jel,peAN:p, =0.

Goim; vamy (1 € I,\ € \) lan lugt la nhiing duong di noi i va 1y, 1;
va A vdi T, =T, = 17 — 1y, dat

dri = V(WA)pAiV(Wi)pn-

Néu H la mot nhém con cia G sinh bdi taip A = {qu|\ € A,i €

rank(S) = max(|I|,|A],rank(G : H)).
Néu p,; # 0 vdi moij € I va p € N th
rank(S — {0}) = max(|1|, |A|,rank(G : H)).

Dinh 1y 3.3.4. Cho S = M(G; I, A; P) la nita nhém ma trgn Rees
hitu han vdi P ¢é dang chuan. Khi do

rank(S) = max(|I|,|A|,rank(G : H))
trong dé H la nhém con cia G sinh bdi tap A = {pn|l i€ I,1#
A€ A}
3.4 Bai toan cuc tri déi v6i ntta nhém ma tran Rees

Vidu 3.4.1. Cho G lanhém hitu han sinh béi 9 phan tit a4, ..., ag. Goi S
la nita nhom ma tran Rees M(G; I, \; P) trongdo I = A = {1,2, 3,4}

va
(11 1 1\

1 a; ay as

1 as a5 Qg

\1 ar asg aQ)

Khi d6 nhom con H cta G sinh béi tap A = {pyu|l #i € [,1 # X €
A} 1a G, nén
rank(S) = max(|I|, |A], rank(G : G))
=max(4,4,1) =4 <9 = rank(G).
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Nhu vay, khi cho mot nhém hitu han G thi gia tri nhé nhat c¢6 thé cia
hang cia nita nhém ma tran Rees (0-) don M(G; I, A; P) (M (G; I, A; P))
la gi?

Dinh 1y 3.4.1. Néu G la mot nhém hitu han cé rank(G) = r thi vdi
moi nita nhém ma tran Rees M(G; I, \; P) vdi P c6 dang chuan, ta
co:

I+ +4r —3
rank(M(G;1,A\; P)) > | * 27“ 1.
Ngoai ra, ton tai mot nia nhom M(G; J, K; Q) ¢6 hang la (1—1—\/247’7—3“

Hé qua 3.4.1. Néu G la mot nhém hitu han c6 rank(G) = r thi vdi
moi nita nhém ma tran Rees 0-don day di MY(G; 1, \; P), ta c6

rank(MY(G: T, A: P)) > [ V;” =3
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KET LUAN

Luan van khao sat vé nita nhom 0-don day du, day 1a nita nhom c6
tam quan trong trong su phat trién ctia 1y thuyét ntta nhom. Viec khao
sat nita nhom nay dya trén viéc nghién ciiu vé cac quan hé Green, cac
idean trai va phai 0-t6i ticu va cau tric D-16p chinh quy clia né.

Thong thuong cac nita nhom dude bieu dién béi cac phép bién doi
clla mot tap nao do. Trong luan van nay, ching toi dé cap dén mot nita
nhém ma duge bicu dién béi cac ma tran trén mot nhom véi phan ti
khong GV, goi 1a nita nhom ma tran Rees. Dinh 1y Rees khang dinh rang
moi nita nhém 0-don day du 1a dang cau véi nita nhom ma tran Rees trén
mot nhom véi phan ttt khong, day 1a dinh 1y ¢6 anh hudng 16n dén su
phat trién sau nay cia 1y thuyét ntta nhom.

Luan van cho thay dugc tinh chat lien thong ciia nita nhém 0-don
day di va ntta nhém ma tran Rees duce thé hien thong qua do thi clia
no6. Nita nhom 13 lién thong néu do thi ctia no la lien thong. Nhing két
qua quan trong trong luan van do la tim kiém mot tap sinh tot nhat co
the, tir d6 thiét lap dugce cong thic tinh hang cho nita nhém 0-don day
du lién thong va ntta nhom ma tran Rees.

Ngoai ra, luan van con giai quyét duge van dé ve bai toan cuc tri
cho hang clia nita nhém ma tran Rees trén mot nhom G. Két qua cho
thay rang néu cho G la mot nhom hitu han thi hang ctia nita nhém ma
tran Rees trén G luon 16n hon hoic bang mot sé m, trong dé6 m duge bicu
dién thong qua hang ctia G. Khi d6 luon ton tai mot nita nhoém ma tran
Rees trén G ¢6 hang bang m.

Trong dicéu kién thoi gian va khuon kho ctia luan van, ching toi
chua nghién cttu sau ve cac tinh chat khac cua ntta nhom 0-don day du
lien thong thong qua nita nhém ma tran Rees. Va dé ciing 1a hudng dé
tiép tuc tim hiéu, nghién citu va phat trien luan van sau nay.



