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MO DAU
1. Tinh cap thiét ctia dé tai

Trong 1y thuyét nhém, c6 hai kiéu luat tac dong:

Kiéu thi nhat: Tac dong ctia mot nhém léen mot tap
hop: Cho G 1a mot nhém va X 1a mot tap hop. Mot téc
dong ciia G len X 13 mot dong cau nhém tit nhém G vao
nhém déi xing > (X)) tren X.

Kiéu thit hai: Tac dong ciia mot nhém lén mot nhém:
Cho hai nhém G va H. Mot tac dong cua H lén G 1a mot
dong cau nhom tit nhém H vao nhém cac tu dang cau
Aut(Q).

Hai kiéu luat tdc dong nay da c6 nhiéu tng dung thi
vi va bat ngd trong 1y thuyét nhém va 1y thuyét s6. Cu thé
la trong 1y thuyét nhém hitu han, kiéu tac dong thi nhét
da dua ra cac chiing minh hoan toan khac véi cac ching
minh ¢d dién, véi noi dung ngan gon, dé hiéu va hap dan.
Chang han, nhu mot s6 két qua vé 1y thuyét p-nhém. Kiéu
tac dong thit nhat con c6 tng dung trong 1y thuyét sd qua
cac dinh Iy Fermat, Wilson va Lucas. Bén canh do, kiéu tac
dong thit hai cling déng gép rat nhiéu trong bai toan phan
loai nhom. Cu thé la st dung tich ntta truc tiép qua tac
dong ctia mot nhém lén mdt nhom dé xdy dung cac nhém
mdi cho viéc phan loai; chdng han, cdc nhém Dihedral va
Quaternion suy rong.

V6i nhitng 1y do trinh bay & trén, toi da chon deé tai:
“Luat tdc dong va tng dung trong ly thuyét nhéom va sb

hoc” lam dé tai luan van thac si. Dé tai nay tap trung tim



hiéu hai kiéu tac dong nhém va trinh bay cac ing dung ciia
ching trong 1y thuyét nhéom va s6 hoc, mot van dé c6 y
nghia sau sic va hap dan trong linh vyc dai s6 va 1y thuyét
sO.
2. Muc tiéu nghién ctu ciia dé tai

Nghién ctu luat tac dong ciia mot nhém 1én mot tap
hop va luat tac dong ctia mot nhéom lén mot nhém, dong
thoi dua ra cac ting dung thi vi trong ly thuyét nhom va s6

hoc.
3. Dbi tugng va pham vi nghién citu

e Ddi tugng nghién citu: 1y thuyét nhém va sé6 hoc.

e Pham vi nghién ctu: hai kiéu téac dong nhém va tng

dung ctia ching trong 1y thuyét nhém va s6 hoc.
4. Phuong phap nghién citu

e Thu thap cac bai bao khoa hoc va tai liéu ctia cic téac
gid nghién cttu vé Ly thuyét nhom va s6 hoc lien quan
dén tac dong clia mot nhém lén mot tap hop va tac

dong ctia mot nhém lén mot nhom.

e Tham gia cac budi seminar ctia thay huéng dan dé
trao doi cac két qua dang nghien ciu. Trao déi qua
email, blog, forum véi cac chuyén gia vé cac ting dung

cua cac tac dong nhom.



5. Y nghia khoa hoc va thuc tién

e Téng quan cac két qua clia cac tac gia da nghién ciu
liéen quan dén Ly thuyét nhém va s6 hoc sit dung dén
hai kiéu tac dong nhom, nham xay dung mot tai lieu
tham khéo cho nhitng ai muén nghién cttu vé Luat tac
dong nhom va cac ting dung trong 1y thuyét nhém va
Iy thuyét so.

e Chiing minh chi tiét va lam r6 mot s6 ménh dé, cling
nhu dua ra mot s6 vi du minh hoa nham lam cho nguoi

doc dé dang tiép can van de duge dé cap.

6. B6 cuc dé tai
Luan van gom phan mdé dau, két luan, tai lieu tham khao

va 2 chuong:
e Chuong 1. Gidi thiéu cic khai niem va két qua vé hai
kiéu tac dong nhém va cac vi du minh hoa.

e Chuong 2. Trinh bay cac ting dung ciia hai kiéu tac

dong nhém vao 1y thuyét nhom va s6 hoc.
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CHUONG 1

HAI KIEU TAC DPONG NHOM

Chuong nay gidi thiéu cac khai niem va két qua vé hai kiéu
tac dong nhém va nhiing vi du minh hoa. Nhitng khai niém va két
qua trong chuong nay c6 thé tim thay trong tai lieu [1], [2], [3],
[4], [6] va [7].

1.1. TAC PONG CUA MOT NHOM LEN MOT TAP
HOP

Muc nay khdo sat cac dinh nghia va tinh chat co sé clia tac
dong nhom lén mot tap hop bat k.
Dinh nghia 1.1.1. Cho X la mot tap hop. Mot song anh tu X
len X dugc got la mot hodn vy trén X.
Dinh nghia 1.1.2. Cho G la mot nhom va X la mot tap khdc
rong. Mot tac dong cia G lén X la mot hodn vi g : X — X, sao
cho ing vdi moi g € G, théa man hai dieu kién sau:
i. Ve la phép dong nhat, vdi e la phan ti& don vi cia G.
it. Vi moi g1,92 € G ta c6 g4, © Py, = Qg,-g, -
Dé thuan tien, ta ky hieu ¢4(z) = g2, Vg € G, z € X. Khi d6
cac dieu kién ctia dinh nghia tré thanh:
i.e-x =2, v6imoi z € X, e la phan ti don vi clia G.
ii. (g192) -x = g1 (g2 - x) v6i moi ¢g1,92 € G, z € X.
Vi du 1.1.3. Cho G = R* 1a mo6t nhém nhan cac s6 thire khac 0
va X = R¥ = {(a,b,c)|a,b,c € R}. Khi d6, G tac dong len X qua
phép nhan vo huéng: g - (a,b,c) = (ga, gb, gc), v6i mdi s6 thyc g



khac 0.

Dinh nghia 1.1.4. Cho X la mot tap hop, ky hiéu > (X) la tap
gom tat ca cic song anh ta X vao X. Tap >_(X) cung vdi phép
hop thanh cdc dnh xa la mot nhom, dude goi la nhém doi xing
trén tap hop X hay nhém cdc phép thé cia X.

Dic biet, néu tap X = {1,2,...,n} thi nhém déi xing ctia X duge
ky hieu 1a S,, va duge goi la nhém doi xiing bac n.

Vi du 1.1.5. Cho S, 1a nhém ddi xiing bac n va tap X =
{1,2,...,n}. Khi d6, S, c¢6 mot tac dong tu nhién len X xac dinh

v6i mdi hoan vi o € S, nhu sau:
o X > X
T = (PJ(*T) = O'(.’L')

Dé thay 16 hon vé ban chat ctia mot tac dong nhom lén mot tap
hop, ta sé xem mot tac dong nhut 1a mot dong cau nhém tit nhém
G lén nhém déi xing Y (X).

Trude hét, ta c6 tinh chat sau:

Dinh 1y 1.1.6. Cho nhom G tdc dong lén tap X. Khi do

a. Neure X, geGuay=g-zthhe=g' y.

b. Neuz,z € X,gcGuax#az thig-x#g-x.

Dinh 1y 1.1.7. Cho G la mot nhom va X la mot tap hop. Khi
dé, mot tac dong cia G léen X wdc dinh mot dong cau nhom tu G
vao nhém doi zimg > (X) tréen X.

Vi du 1.1.8. Cho S, 1a nhém déi xiing bac n va tap X =
{1,2,...,n}. Khi d6, > (X) = Sp. Tac dong ctua S, lén X trong

vi du 1.1.5 xac dinh mot dong cau nhém

w S, — Sp

O Pg =0



12 phép dong nhét.

Theo dinh 1y 1.1.7, méi tdc dong cia nhém G 1én tap X xéc dinh
mot dong cau tit G vao nhéom doi xing > (X) tréen X. Vay diéu
nguge lai c6 ding khong? Dinh 1y sau day sé lam 16 van dé nay.
Dinh 1y 1.1.9. Cho G la mot nhém, X 1&4 mot tap khéc rong. Khi
d6, mdi dong cdu nhém ¢ : G — > (X) xac dinh mot tac dong
cua G trén tap X.

Nhu vay, v6i mdi tac dong cia nhom G lén tap X xac dinh dugc
mot dong cau ¢ : G — > (X). Va nguogc lai, v6i mdi dong cau tir
nhém G vao nhém ) (X) ta xdc dinh mot tac dong ctia nhom G
len tap X.

Dinh nghia 1.1.10. Mot tac dong cia nhom G lén tap X duoc
goi la trung thanh (hodc hiéu qud) néu dong cau p : G — > (X),
vdi p(g) = @g la mot don ciu.

Dinh nghia 1.1.11. Cho nhom G tac dong lén tap X. Khi do,

véi moi x € X

Op={g9g-z:9eG}CX

dugc goi la mot quy dao cia x qua tdc dong cia G, va

G.={9€G:g-z=2}CG

dugc goi la nhom con on dinh cia phan tt x qua tdc dong cia G.
S6 phan tit trong O,, ky hieu la |O,| duge goi 1a do dai clia quy
dao O,.

Phan tii z € X dugc goi la diém 6n dinh qua tac dong ctia nhém
G néu O, = {z} (hodc néu G, = G ).

Vi du 1.1.12. Cho GL2(R) la ma tran vuong cac s6 thyc cap 2,



kh& nghich va R2. Xét tac dong

0y R*— R?
x a b x ax + by
— = )
Y c d Y cr + dy

. b
v6i moi ma tran g = <a d> € GL2(R). Khi d6
c

Quy dao ctia ma tran 0 la: Oy = {0}.
Nhém con 6n dinh ctia 0 1a: GLa(R)g = GL2(R).
Quy dao ctia ma tran don vi e 1a: O, = R? — {0}.

2 2 . o ~ . N
Nhoém con on dinh cta ma tran don vi e la:

GL(R). = {(; 2) 44 o}.

Tac dong ciia GL2(R) lén R? 1a trung thanh.

Dinh nghia 1.1.13. Néu nhom G tdc dong lén tap X chi cé mot
quij dao thi ta néi G tac dong bac cau trén X.

Dinh 1y 1.1.14. Cho nhom G tdc dong lén tap X. Khi do

a. Cac quy dao khdc nhau thi roi nhau.

b. Voi morx € X, G, la mot nhém con cia G va Gy = gG.g~ 1.
c.g-x =g -z néuvd chi néu g va g nam cung ldp ké trdi cia

Gy. Ddc biet, do dai cia quy dao cia x duge cho bdi
0] =[G : Gy].

Coéng thic trong (c) thé hien moi quan hé giita do dai clia mot
quy dao va chi s6 ctia nhém con 6n dinh trong nhém G. Cong thiic
nay dugc goi 1a cong thic qui dao - nhém con on dinh.

Heé qua 1.1.15.[5] Cho G tdc dong lén tap X, vdi G la mot nhom



hitu han. Khi dé do dai ciia mot qui dao la wdc so clia cap cia G.
Heé qua 1.1.16.[5] Cho G tac dong lén tap X, vdi G va X la nhom
hitu han. Khi do X la hop r0i rac cia cdc quy dao O1,Oa, ..., Op,

X=01U02U..UOpn,(0;N0; =0,i # 7).

Néu z; la phan i cia O; vdii =1, m, ta cé

X[ =) 0] = ZG Ga].
=1

Dinh 1y 1.1.17. Cho G la mdt nhom hiu han tac dong lén tap
hitu han X ¢6 r quy dao. Khi dé r la s6 diem on dinh trung binh

qua tdac dong cia cdc phan ti trong nhém G, va

r= ‘G’Z\F

geG

vdi Fy(X) = {x € X : gx = x} la tdp cdc phan ti cia X on dinh
qua tdc dong cla g.

Heé qua 1.1.18.(C. Jordan) Néu mot nhém hitu han khong tam
thuong tac dong lén mot tap hitu han cé so phan ti lon hon 1 va
tac dong chi c6 mot quy dao vdi moi g € G thi tdc dong khong co
diém on dinh nao.

B6 dé 1.1.19. Cho nhém G tic dong len tap X. Trén X ta zdc
dinh mot quan hé hai ngos nhu sau: Vr,y € X, x ~y néu 3g € G,
y=g-x. Khi do, quan hé” ~7 la mot quan hé tuong duong trén
X.

DPinh nghia 1.1.20. Hai tac dong cia nhom G lén tip X va Y
duge goi la tuong duong néu cé mot song anh f : X =Y, sao cho
flgz) =gf(z), Vg€ G,z € X.



Dinh 1y 1.1.21. Cho nhém G tdc dong bdc cau trén tip X va
x € X. Khi dé ¢ : G/Gy — Oy vdi o(9Gz) = gz la mot song

anh.

1.2. CAC VI DU VE TAC PONG NHOM KIEU THU
NHAT

Trude hét, ta c6 cac két qua lien quan dén tac dong nhom.
Dinh nghia 1.2.1. Cho G la mot nhém nhan. Phan tia € G goi
la lien hop vdi b € G néu ton tai g € G sao cho a = g 'bg.
Dinh nghia 1.2.2. Hai nhom con H, K cia nhém nhan G goi
la lien hop vdi nhau néu ton tai g € G sao cho K = g~ Hyg.

Bo dé 1.2.3.[7] Cho A la mot nhém con ciia nhém G. Khi dé
Ca(A) ={g € G|ga = ag,Ya € A} la mot nhém con cia G.
Ng(A) ={g € G|gA = Ag} la mot nhom con cia G.

Z(G) = {g € Glgr = zg9,Yz € G} la mot nhom con chuan tdc
ciia G.

Dinh nghia 1.2.4. Cg(A), Ng(A) trong bo de 1.2.8 dugc goi
lan lugt la nhom tam héa, nhom chudan tic hoa cia A trong G va
Z(G) la tam cia nhom G.

Nhan xét 1.2.5. Hau hét cac ting dung ctia tac dong nhom trong
Iy thuyét nhém déu phat sinh tit méi quan hé gitta cic quy dao,
céc nhém con 6n dinh va diém 6n dinh.

Vi du 1.2.6. Cho mot nhom G va tap X = G. V6i moi g € G,

xét mot anh xa

0 :G— G

x = @g(x) =g- .
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Khi dé6, G tac dong lén chinh né bang phép nhan ctia nhéom G.
Vidu 1.2.7. Cho G la mot nhém. Vé6i moi g € G, xét anh xa

vy :G— G

T pg = grg .

Khi d6, G tac dong lién hgp lén chinh no.

Vi du 1.2.8. Cho H la mot nhém con chuan tic clia nhém G va
G/H = {zH : x € G} 1a nhém thuong cia H trong G. V6i mdi
g € G, xét anh xa

vy :G/H — G/H
xH — pg(zH) =g (zH) = gzH.

Day 1a mot tac dong ctia G lén tap céac 16p ke trai ctia H.
Vi du 1.2.9. Cho G la mot nhém va tap H gom tat cd cac nhém

con ctia G. V6i moi g € G, xét anh xa

pg H—H
A pg(A) = gAg .

Khi d6, G tac dong lién hgp len tap H.

1.3. TAC DPONG CUA MOT NHOM LEN MOT NHOM

Muc nay xét dén tap hop bi tac dong 1a mot nhém, ta thu
dudge mot s6 két qua sau.
Dinh nghia 1.3.1. Cho G la mot nhém. Mot dang ciu nhom tu
G wvao chinh né dugc goi la mot tu diang ciu cia G.

Dinh 1y 1.3.2. Tap hop gom tat ci cic tu ding ciu ciia nhom G
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cung vai phép hop thanh hai dnh za la mot nhém. Nhom nay dugc
goi la nhém cdc tu dang cau cia G, ki hiéu la Aut(G).

Dinh nghia 1.3.3. Nhém G duoc goi la nhém cyclic néu ton tai
mot phan ti a € G sao cho vdi moi b € G ton tai mot s6 nguyén
i va b = a’. Phan ti a co tinh chat nhu vay dude goi la phan ti
sinh cia G. Ky hiéu G = (a).

Nhém cyclic cap n thuong duge ky hieu 1a C,,.

Dinh nghia 1.3.4. Cho G va H la hai nhom. Ta noi nhom H tdc
dong len nhém G néu ton tai dong cau nhom ¢ tu H vao Aut(G).
Khi dé, dong cau ¢ duge goi la mot tac dong ciia nhém H trong
G.

Nhan xét 1.3.5.

a. Tac dong ¢ clia H khong nhat thiét 1d mot ding cdu. Dic biet,
@ c6 thé 1a mot tac dong tam thuong, nghia la p(h) = idg, véi
moi h € H. Qua tac dong tam thudng, mot nhém bat ky co thé
tédc dong lén G.

b. Xét mot tac dong cuia H trong G xéc dinh béi ¢ : H — Aut(G).
Véi bat ky b € H, ¢(h) 1a mot tu ding cau ctia G. Ta ky hieu
anh ctia phan tit g € G 1a hg. Khi d6, tac dong ctia H len G duge
cho khi va chi khi &nh xa ¢(h) : g — hg dugc xéc dinh v6i moi

h € H va thoa mén cac cong thic sau:
1. ¢(h) la mot tu dong cau cia G.
2. (h1 - h2) - g = (h1g)(hag).
3. 1g-g=g,Vg €q.

Dinh nghia 1.3.6. X¢ét da gidc déu n canh P, vdin > 2. Goi a

la phép quay mat phang zung quanh tam cia P, mot géc cé hudng
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. 2 P ; .
bang —, con b la phép doi xing qua mot duong thang di qua tam
n
ctia P, va mot dinh cia né. Khi dé, a™ =1, b> =1 va tat cd cdc

phép doi zing clia P, la
1,a,a2,...,a" ', b, ba,ba?, ...,ba™

théa man (ba')? = 1, ba’ = a"%, 0 < i < n — 1. Cdc phép doi
xng nay ldp thanh mot nhom vdi phép todn hop thanh, ky hiéu la
D,, va dugc goi la nhéom dihedral.

B6 dé 1.3.7. [4] Cho G va H la hai nhom. Tap hop G x H =
{(g,h)|g € G,h € H} cung vdi phép toan

(g,h)(g 1) = (99", hh)

tao thanh mot nhom.
Dinh nghia 1.3.8. Nhém G x H zdc dinh trong bo dé 1.3.7 dugc
goi la tich truc tiép cia hai nhom G va H.
B6 dé 1.3.9. [4] Cho G, H la hai nhom va ¢ la mot tic dong
cia H lén Aut(G). Khi do tap hop {(g,h)lg € G,h € H} cung
vdi phép todn xdc dinh bdi

(9:h)(g'.h) = (90(h)(g ), hh
tao thanh mot nhém, ky hiéu la H < G.
Dinh nghia 1.3.10. Nhom G x H zdc dinh trong bo dé 1.3.9 dugc

goi la tich nita truc tiép cia hai nhém G va H xdc dinh bdi dong

)

cau @.

Nhan xét 1.3.11.

a. Néu ¢ 1a mot dong cau tam thuong thi tich nia tryc tiép G x H
chinh 1a tich tryc tiép G x H.

b. Néu G va H 1a hai nhém giao hoén va ¢ la dong cau tam thuong
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thi G x H la nhém giao hoan.

c. Néu G va H 1a hai nhém hitu han thi |G x H| = |G| x |H]|.
Dinh 1y 1.3.12. Cho L la mot nhém c6 hai nhém con chuan tic
G va H sao cho GNH = {11}, GH = L. Khi dé dong ciu p:
H — Aut(G) dugc cho bdi o(h)(g) = hgh™', véig € G, h € H
la dong cau tam thuong.

Dinh ly 1.3.13. Cho ¢: H — Aut(G) va p1: H — Aut(G) la
hai dong ciu. Néu o va @1 lien hop thh G x H = G %1 H.

1.4. CAC Vi DU VE TAC PONG NHOM KIEU THU
HAI

Muc nay trinh bay mot s6 vi du minh hoa vé tic dong nhom

kiéu thtt hai liéen quan dén nhém con chuan téc.
Vi du 1.4.1. Cho G va H la hai nhom con chuan tic ctia nhém
L sao cho H C Np(G). Phép liéen hop bdi mot phan tit h ctia H
cam sinh mot tu ding cau o(h) ctia H. Khi d6 ¢ 1a mot tac dong
cua H len G.
Vi du 1.4.2. Cho H la mot nhém con cia Aut(G). Khi d6 phép
nhing ciua H vao Aut(G) xéc dinh mot tac dong cia H lén G.
Vi du 1.4.3. Xét

G=Cy = (ala* =1) = {1,a,d? a®}

H=Cy = (bp* = 1) = {1,b}.
Ta c6 Aut(Cy) = {1,a} véi a dugc xac dinh bdéi a(z) = 23
Vz € G. Do dé c6 hai dong cau tit H lén nhém céc ti déang cau
Aut(G) la ¢: H — Aut(G) v6i 1 — 1,b— a va ¢1: H = Aut(G)
v6i b+ p1(b) = 1. Khi d6, v6i ¢; 1a dong cau tam thuong, G x1 H
chinh 1a tich tryc tiép G x H = Oy x Cs.

)
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CHUONG 2

UNG DUNG CUA HAI KIEU TAC

PONG NHOM VAO LY THUYET NHOM
VA SO HOC

Céc khai niem va két qua trong chuong nay co thé tim thay
trong tai lieu [1], [2], [4], [5] va [6].

2.1. UNG DUNG KIEU TAC PONG NHOM THU NHAT
TRONG LY THUYET NHOM HUU HAN

Muc nay trinh bay mot sd tng dung ctia tac dong nhom vao
Iy thuyét nhom hitu han.
Dinh ly 2.1.1.[4] (Dinh Ly Lagrange)
Gia st G la mot nhom hiu han va H la mot nhom con cia G.
Khi do |G| la boi cia |H|.
Dinh nghia 2.1.2. Cho p la mot s6 nguyén to. Mot nhém hitu
han dudc goi la p—nhém néu cap cia né la mot liy thia cia p.
Cho G 1a mot p—nhém. Khi d6 mot nhém con bat ky clia G ciing
14 mot p—nhoém, chi s6 clia n6 1a mot liy thita ciia p.
Dinh nghia 2.1.3. Gid st a, b la cic s6 nguyén. Ta néi ring a
dong du b modun m néu m|(a —b), vdi m € N*.

Khi a dong du b modun m, ta viét
a=b (mod p).
Néu a khong dong du b modun m, ta viét

aZb (mod p).
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Dinh 1y 2.1.4.(Phép dong du diém 6n dinh)
Cho G la mot p—nhom tac dong lén tap hiu han X (khdc rong).
Ky hieu X = {x € X : gx = 2,Yg € G} la tap tdt cd cic phan
t on dinh qua tdc dong cia G len X. Khi dé

| X| = |XG| (mod p).

Hé qua 2.1.5. Cho G la mot p—nhom hitu han tdc dong léen mot
tap hau han X. Khi do

a. Néu cap cia X khong chia hét cho p, thi cé it nhat mot diém
on dinh trong X .

b. Néu cap cia X chia hét cho p thi |ZG| =p", vdin € N*.
Tiép theo, chiing ta sé chiing minh hai két qua st dung tic dong
nhém cho truong hgp: p—nhém hitu han ¢6 tam khong tam thuong
va dinh 1y Cauchy.

Dinh 1y 2.1.6. Cho G la mot p—nhoém khong tam thuong. Khi do
|Z(GQ)| chia hét cho p. Ddc biet G c6 tam khong tam thuong.

Hé qua 2.1.7. Cho G la mot p—nhom, G # {1} va H la mot
nhém con chuan tdc cia G. Néu H # {1} thi H N Z(G) # {1}.
Dinh ly 2.1.8.(Dinh 1y Cauchy) Cho G la mot nhém hiu han va
p la mot s6 nguyén to. Khi dé, néu |G| chia hét cho p thi G chiia
phan tii cé cdp p.

Trong dinh 1y 1.1.7, ching ta da biét vé mot tac dong nhém nhu
1a mot dong cau tit G vao nhom dbi xiing. Bay gio, ta sé ding ¥
tudng nay dé ching minh mot sé dinh 1y.

Dinh 1y 2.1.9. Bat kyj nhom khong giao hodn cip 6 déu dang ciu
vdi Ss.

Dinh 1y 2.1.10. Cho G la mot nhém hitu han bat ky va H la mot
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p—nhdm con sao cho p| |G : H]. Khi do
pl[Ne(H) : HJ,

vdi No(H) = {g € G|gHg~' = H} la nhém con chuan tic trong
G.

Dac biet, Ng(H) # H.

Hé qua 2.1.11. Cho G la mot p—nhom hitw han va H la mot
nhém con bat ky cia G, |G : H| = p. Khi dé6 H la mot nhém con
chudn tic trong G.

Hé qua 2.1.12. Cho G la mot p—nhoém hiu han va p la mot s6

nguyén to vdi p*| |G|, n > 1. Khi dé G c¢6 mot day cdc nhém con
{e}ZH()CHlC"'CHnCG,

vdi |H;| = p'.

Dinh nghia 2.1.13. Mot nhom G # 1 duoc goi la nhém don néu
G khong c6 nhém con chuan tic nao khic 1 va chinh no.

Dinh 1y 2.1.14. Cho G la mot nhom hiu han va H la mot nhom
con don. Khi dé G # Jyeq gHg '

Hé qua 2.1.15.[5] Cho H la mot nhom con don ciia nhom hiu
han G. Khi d6 H c¢6 mot Idp lién hop trong G khdc H va cdac nhom
con nay la lien hop.

Dinh 1y 2.1.16. Cho G la mot nhém hiu han c6 cap l6n hon 1, va
p la 86 nguyén to bé nhat chia hét cap cia G. Khi dé, mot nhom
con H bat ki ciia G ¢6 chi so p la mot nhém con chuan tdic trong
G.

Hé qua 2.1.17.[5] Cho G la mot nhom hau han. Khi dé

a. Néu H la nhém con cia G, |G : H] = 2, thi H la nhém con

chuan tic cia G.
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b. Néu G la mot p—nhém va H la nhém con cia G, [G : H] = 2,
thy H la nhém con chudn tdc cia G.

c. Néu |G| = pq, trong dé p,q la hai s6 nguyén to khdic nhau,
p < q, thi mot nhém con bat ky cia G c6 cap q la mot nhém con
chuan tdc.

Dinh ly 2.1.18. Méi nhém hitu han sinh cé hitu han cic nhém
con cé chi s6 n, vdi moi s6 nguyén n > 1.

Dinh nghia 2.1.19. Cho G la moét nhém hitu han, p la mot so
nguyén to. Mot nhoém con cia G duge goi la mot p—nhém con
Sylow néu cip clia né bang p™ la liy thita cao nhat clia p chia hét
cap clia G.

Mot p—nhoém con Sylow con duge viét tat la mot S,—nhom con.
Dinh 1y 2.1.20. Cho G la mot nhém hitu han va p la s6 nguyén
t6 chia hét cip cia G. Khi d6 G chita mot nhém con cap p* vdi
moi k ma p*||G|.

Dinh 1y 2.1.21. Cho G la mot nhém hitu han vdi p la mot so
nguyén to chia hét cap cia G. Khi dé G chita mot S,—nhém con.
Dinh 1y 2.1.22. (Dinh ly Sylow) Cho G la mdt nhém hau han, p
la mot s6 nguyén to va |G| = p™m vdi (m,p) = 1. Khi dé

a. Ton tai mot p—nhom con cia G chita trong mot Sp—nhom con
cia G.

b. Hai Sp,—nhém con bat ky la lien hop trong G.

c. Néu s la s6 S,—nhdém con cia G thi s la mot wdc so cia |G| va
s =1 (mod p).
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2.2. UNG DUNG KIEU TAC PONG NHOM THU NHAT
TRONG SO HOC

Trong phan nay, ching ta sé ap dung phép dong du diém cb
dinh trong dinh Iy 2.1.4 va két qué (2.3) dé chitng minh ba dinh
Iy c6 dién la: dinh Iy Fermat, dinh ly Wilson va dinh 1y Lucas.
Dinh 1y 2.2.1.(Dinh 1y Fermat) Cho p la mét s6 nguyén to, n la
mot s6 nguyén van #Z 0 (mod p). Khi dé

nP"1=1 (mod p).

Dinh 1y 2.2.2.(Dinh Iy Wilson) Cho p la mot s6 nguyén to. Khi
do
(p—1D!'=-1 (mod p).

Dinh ly 2.2.3.(Dinh 1y Lucas) Cho p la mot s6 nguyén to va
n > m la hai s6 nguyén khong am, n va m duge biéu dién nhu sau
n=ag+ap+ aop® + ... + agp®,

m = by + bip + bap® + ... + bpp®,

v0i 0 < a;,b; <p—1. Khi do

Cmr = ChCh..Cl (mod p).

2.3. UNG DUNG KIEU TAC DPONG NHOM THU HAI
CHO NHOM QUATERNION SUY RONG

Muc nay bao gom mot sd két qua clia tac dong nhom lén mot

loai nhém rat quan trong, dé 1a nhém Quaternion suy rong.
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Dinh nghia 2.3.1. Ta goi nhom Quaternion @, n > 2 la nhom
sinh bdi hai phan ti i cap 21 wa j cdp 4, vdi cic quan hé xdc
dinh

.Qn—2 2 .. —1
i =g =

Nhém Q la nhém khong giao hodn, cap 2%, va cé biéu dién:
Q=(0.g/i" =e i =% jigT =i,
Khi n = 3, ta ¢6 nhém Quaternion cap 8 1a
Qs = (i,j/i* = e,i® = 5%, jij L =i1).
Qs con duge viét dudi dang

QS = {:l:la :|:Z, ij? ik}a

V6i cac quan hé sau: i2 = j2 = k? = —1,ij = —ji = k.
Dinh 1y 2.3.2. Cho nhom H =7/(4) x Z/(4), vdi

(a,b)(c,d) = (a+ (fl)bc, b+ d).

Khi dé phan ti (2,2) € H c6 cap 2, nam trong tam cia H va
nhom thuong H/{(2,2)) = Qs.
Dinh nghia 2.3.3. Cho n > 3, tap hop

Qar = (Z/(2"71) x Z/(4)) /(2" 7%, 2)),
vdi tich nia truc tiép coé luat nhom
(a,b)(c,d) = (a + (=1)°¢c,b+ d).

Khi dé nhom Qon ducgc goi la nhom quaternion suy rong.

Tu dinh nghia ta thay: Q2 khong phai la tich nita truc tiép cla
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Z/(2" ') % Z/(4) ma la thuong s6 clia nhom nay modun véi nhém
con {(2"72,2)). Vi 2"=2 mod 2"~ va 2 mod 4 c6 cap 2 trong nhém
cong Z/(2" 1) va Z/(4), dé dang chi ra rang (2772, 2) nim trong
tam clia tich nia true tiép va cé cap 2, vi thé nhém ((2772,2)) 1a
nhom con chuan tic trong Z/(2" 1) x Z/(4) va |Q2-| = (271 -
4)/2 = 2",

Dinh 1y tiép theo sé cho ching ta thay c6 thé xac dinh nhém Qan

theo cac phan tit sinh ctia no.

Dinh 1y 2.3.4. Trong nhém Qan, cho x = (1,0) va y = (0,1).
Khi do Qan = (z, y), vdi

a. x o cip 2", y ¢ cap 4.

b 2 = 9P
c. Moi phan ti ctiia Qon cd thé duge viét dudi dang & hodc 'y,

vdi mot a € 7.

d. Véi bat ki g € Qan sao cho g € (x), grg™' = .

Dinh Iy tiép sau day mo ta mot tinh chat dac biét clia Qon, d6 1a

tat cd cdc nhém c6 nhitng dic diém co ban tuong tu ciia Qon 1a

anh dong cau ciia Qan.

Dinh 1y 2.3.5. Khin >3, cho G = (z,y) véi 2" =1, y* =1,
1 1 gn—1

yry = x 7, v T = y2. Khi dé, c¢6 duy nhat mot dong cau

Qon — G sao cho x+— x va y— vy,

v né la mot toan cdu. Néu |G| = 2™ thi dong cau nay la mot ddng
cau.

Dinh 1y tiép sau day cho ching ta mot sé tinh chat cia nhém
Dy va két qua nay ciing sé tuong tir v6i nhom Qan.

Dinh ly 2.3.6. Cho n > 3. Khi d6 Don—1 c6 cic tinh chat sau
day:
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a. Nhém con {r) cé chi so la 2 va moi phan ti ciia Don-1 nam
ngoai (r) cé cip 2.

b. Tam ctia nhém Don— 1o {1,7%" "} va Don-1/Z(Dan-1) = Dgn->.
c. Nhém con giao hodn ti ciia Don—1 la (r?), va Dan-1/(r?) =
2/(2) < 7/(2).

d. Don-1 6 272 + 3 Idp lién hop, vdi cic dai dién cho trong bing

sau.

. . n—2__ n—2
Daidien | 1 | r |72 |- - | P2 71| p2 s rs

Cap 112121 2 1 on—2 | gn—2

Bang 2.1: Cac 16p lién hgp dai dién trong Don-—1.

Dinh 1y 2.3.7. Chon > 3. Khi d6 Qan c6 cdc tinh chat sau day:
a. Nhém con (x) c6 chi s6 la 2 va moi phan tii clia Qon nam ngodi
(x) 6 cap 4.

b. Tam ctia nhom Qo 1o {1, 2%} = {1, 4%} vd Qon/Z(Qan) =
Dgn-z.

c. Nhém con giao hodn i clia Qan la (x2), va Qon /(2?) =2 7./ (2) X
Z/(2).

d. Qon ¢6 272 4 3 ldp lién hop, vdi cic dai dién cho trong bing

sau.

. .o r72_ 72
Daidien | 1| x| x? | - |x* 1| x¥ y Xy

Cap |1]2] 2] - 2 1| on2 | gn2

Bang 2.2: Céc 16p lién hgp dai dién trong Qon.

Heé qua 2.3.8. Phan ti duy nhat ciia nhom Qan ¢6 cap 2 la =" .
Hé qua 2.3.9. Cho N la nhém khong giao hodn, N la nhom con
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chuan tdc ciia nhom Qan. Khi dé [Qan : N] = 1 hodc [Q2n : N| =
2.
Hé qua 2.3.10. Khin > 4, Aut(Qa) la mot 2—nhom.

Chiing minh. Néu Aut(Qgn) khong phai 1a mot 2-nhém, thi né c6
mot phan i f ¢6 cap 1a mot s6 1& 16n hon 1. Cho G = (x). Tat
cd cdc phan tif clia Qo+ nam ngoai tap G ¢6 cap 4 (theo dinh 1y
2.3.7 a), trong khi d6 G 1a mot nhém cyclic ¢ cap 271 > 4 (vi
n > 4), vi thé f phai bién phan tit sinh bat ky ctia G thanh phan
tt sinh khac ctia G. Do d6 f(G) = G, vi vay f han ché trén mot
dang cdu ctia G. Vi G 2 Z/(2" 1), Aut(G) = (Z/(2"1))*, trong
do (Z/(2"1))* 1a mot 2-nhém ((2771) = 272), vi thé f phai
12 duy nhat trén G béi vi f c6 cap la mot so 18.

Vi f(G) = G, con f(Qan — G) = Q2 — G. Tuy Q2» — G khong
phai 1a4 mot nhém ma la mot tap hgp va f 1a mot hoan vi cla tap
nay. Cap clia Qgn — G 12 2" — 271 = 27~1 13 mot iy thita ciia 2,
va, f ¢6 cap 1é 14 mot hoan vi trén tap nay, vi thé né phai la mot
diém c6 dinh: f(q) = q, v6i ¢ € Q2+ — G. Khi d6 f 1a duy nhat
trén nhom con (G, q) = (X, ¢), nhom nay chinh 1a Q2-» vi G ¢6 chi
s6 1a 2 trong Qan. O

Tiép theo 13 mot vai tro thi vi vé nhém quaternion suy rong
cting véi p—nhom cyclic.
Dinh 1y 2.3.11.[6] Cho G la mot p—nhom hiw han. Khi do, cac
dieu kién sau la tuong duong:
a. G ¢6 duy nhdat mot nhém con cap p.
b. Tat cd cdac nhém con giao hodn cia G la nhém cyclic.
c. G la nhom cyclic hoge G la nhom quaternion suy rong.

Hé qua 2.3.12.[6] Moi nhém con ciia nhom Qan la nhom cyclic
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hodc la nhom quaternion suy rong.

Heé qua 2.3.13.[6] Cho p la mot s6 nguyén to 1é. Khi do

a. Mot p—nhém hitu han la nhém cyclic néu va chi néu né cé duy
nhat mot nhém con cap p.

b. Mot 2—nhém hitu han la nhém cyclic néu va chi néu né cé6 mot
nhém con cap 2 va mot nhom con cap 4.

Heé qua 2.3.14.[6] Néu D la mot vanh thuong, thi bat ky nhom
con Sylow ciia mot nhom con hitu han cida D> la nhém cyclic hodc
nhom quaternion suy rong.

Hé qua 2.3.15. Cho F la mot truong hitu han cé ddc so khdc
2. Khi dé cdac 2-nhom con cia nhom SLo(F) la nhom quaternion

suy rong.
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KET LUAN

Qua mot thoi gian tim hiéu, tiép can va nghién citu, luan vin
da hoan thanh va dat duge muc tiéu nghién citu dé tai véi nhitng

két qua cu thé sau:

1. Da trinh bay dudc cac khai niem va két qua vé hai kiéu tac

dong nhém va cac vi du vé chtng.

2. Ung dung dugc kiéu tac dong nhém thit nhat dé chimg minh
cac dinh 1y co ban va quan trong trong ly thuyét p—nhom

va sd hoc.

3. Ung dung dugc kiéu tac dong nhém thi hai va tich nita truc
tiép dé xay dung cac nhém méi va khéo sat nhém quaternion

suy rong.

V6i nhitng gi khéo sat dude, luan van sé 1la mot tai lieu tham
khao hitu ich cho ban than khi tiép tuc di sau nghién citu sau nay
va hi vong ciing 13 nguon tu liéu t6t cho nhitng ai quan tam nghién
cttu ve 1y thuyét nhom va s6 hoc.

Do han ché vé nang lyc, thoi gian nén luan van chua di sau
nghién cttu duge mot s6 linh vige lién quan ctia hinh hoc vi phan
(cAu trac nhém Lie, da tap,... ), day ciing chinh 1a huéng phat
trién.

Mic du da rat c6 gang, song luan van khong tranh khéi nhitng
han ché va thiéu sot. Tac gid mong nhan dude sy déng goép ¥ kién
clia quy thay co va ban be dé luan van duge hoan chinh hon.

Téc gia xin chan thanh cdm on tat ca cac quy thay co da gitp

d6 trong subt qué trinh nghién citu va hoan thién luan van.
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